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1. Bevezetés

A matematika egy olyan tudoménydag, ahol ,,deduktiv’ médon, helyes logikai ko-
vetkeztetésekkel tudunk fogalmakboél és allitasokbdl tovabbi allitasokat levezetni,
tjabb fogalmakat 1étrehozni. Ebben nagy jelentosége van a halmazelméletnek, hi-
szen a matematika ltal vizsgalt objektumok végsé soron halmazok. Igy valik a
halmaz a matematika egyik legalapvetébb fogalmava, annak ellenére, hogy a hal-
mazelmélet, mint a matematika egyik aga, elég ,késoén”, a XIX szdzadban fejlodott
ki. Ennek a tananyagnak nem az a célja, hogy a halmazelmélet G.n. axiomati-
kus targyalasaval foglalkozzon, hiszen akkor egy teljes szemesztert kellene ennek a
kiilléon matematikai dgnak szentelni. A célunk az, hogy megalapozzuk a matemati-
kai analizisben talalhato legfontosabb fogalmakat, azokat, amelyeket elég konnyen
alkalmazunk majd a késébbi, magasabb szintii tanulményokban.

Halmazokkal és ebben a tananyagban taldlhatd szamos fogalommal mar kézép-
iskolaban taldlkoztunk. Ezek az ismeretek segitenek a tananyag jobb megértésé-
ben, a kénnyebb haladasban. Tovabbi, kozépiskolaban mar tanult ismeretekre is
szitkségiink lesz, hiszen ezek segitenek megoldani a kitiizott feladatokat. Olyan
ismeretekre gondolunk, mint a koordindtageometria, a valdés szdmokon értelme-
zett ,legelemibb” fliggvények tulajdonsagai, stb. Csak akkor értjiik meg igazan
a tételeket és a fogalmakat, ha példakon keresztiil illusztraljuk Oket. Masrészt a
kozépiskolaban intuitiv médon megismert fogalmakat is teljes matematikai preci-
zitassal fogjuk megfogalmazni.

A 2. és a 3. részben a halmazok ,naiv” targyaldsival foglalkozunk. Igaz, az
itt taldlhato fogalmakat mar kozépiskoldban tanultuk, azonban kiilén hangsulyt
fektetiink a halmazok egyenloségének bizonyitasara, és részletesen megmutatjuk,
hogyan lehetséges egy ilyen bizonyitast megadni a definicié és a halmazmiivele-
ti tulajdonsagok alapjan. Fontos, hogy tisztdban legyiink a matematikai logika
alapismereteivel.

A tananyag 6 célja az altalanos fiiggvényfogalom megalkotéasa és vizsgalata. Ko-
zépiskoldban azt tanultuk, hogy a fiiggvény két halmaz kozotti egyértelmii hoz-
zarendelés. Felmeriil a kérdés, mit jelent a hozzarendelés sz6, ezért a 4. részben
tanuljuk a reldcié (més néven hozzarendelés) fogalmat, és latni fogjuk, hogy né-
hany, a fiiggvényekre jellemz6 fogalom, mint az értelmezési tartoméany és az érték-
készlet mar a relaciéknél is megadhat6. Emellett a relacidk kozott értelmezziik az
inverz relaciot és a kompozicié miiveletet. Ezeket az ismereteket kamatoztatjuk
az 5. részben, ahol a relacidk egy sziikkebb, de lényeges osztalyaval, a fiiggvényekkel
foglalkozunk.

A figgvényfogalom jobb megértéséhez kilon részt szanunk a halmazok fliggvény
szerinti képe ¢és inverzképe tanulmanyozasara. Ez a tananyag 6. részében torténik,
ahol t6bb feladatot animélt dbrakkal oldunk meg, és ezutan vizsgdjuk a halmazok
fliggvény szerinti képének és inverzképének dltalanos tulajdonsagait. Ilyen példaul
a kapcsolatuk a halmazmiiveletekkel. Ennek a résznek az ismereteit alkalmaz-
zuk a 7. részében, ahol Osszetett fiiggvények meghatarozasaval foglalkozunk tobb
gyakorlati példan keresztiil.
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A halmazok elemeit semmilyen médon nem Kkorldtozzuk, igy azok halmazok is
lehetnek. Ilyenek példaul a rendezett parok és a hatvanyhalmazok. Ezekkel fog-
lalkozik a 8. rész, ahol ki tudjuk terjeszteni a halmazmiiveleteket végtelen szé-
mu halmazra is, és bevezetjik az indexhalmaz fogalmat. Végiil a 9. részben az
yonmagara vett” relacidkat vizsgaljuk, igy megkapjuk az ekvivalenciarelacio és a
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tovabbi fejezeteiben, példaul a modern szamfogalom megalkotasaban.

A tananyag feldolgozdsanak moédszere a matematikdban szokdsos négyes tagozé-
dasbdl all: definicid, tétel, bizonyitas, alkalmazas (feladatok). A jobb megértést
el6segiti, hogy a definicidkat egyszerii példakkal szemléltetjiik. A definidlt fogal-
makra tételeket mondunk ki és precizen bizonyitjuk ezeket. A tananyag teljes
elsajatitdsahoz tobb mintafeladatot oldunk meg, melyeket abrdakkal, animaciokkal
illusztralunk. Az utolsé részben feladatokat tliziink ki megoldas nélkiil, melyek a
lehetséges gyakorlati foglalkozdsok anyagat képezhetik. Megolddsuk el6tt javasol-
juk a tananyagban megoldott feladatok tanulmanyozasat és megértését.

A tananyagban N, Z és R jeloli a természetes, egész és valds szamok halmazat. A
5= jelolés a definidld egyenléséget jelenti.
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A matematika fogalmakkal dolgozik, méghozza elére pontosan meghatirozott abszt-
rakt fogalmakkal. Nem lehet vita mit értiink egy adott fogalom alatt. Ha szeret-
kizarélag mar ismert, értelmezett fogalmakat alkalmazhatunk. Ez nyilvanvaléan
azt a helyzetet teremti, hogy lennie kell indulé alapfogalmaknak, nem lehet a ,vég-
telenségig” visszatekinteni a definiciokban. Ahhoz, hogy az analizisben eléforduld
fogalmakat értelmezni tudjuk, alapfogalomnak tekintjiik a halmazt, az elemet
és az elem halmazhoz valé tartozasat.

Az el6z6ekben nincs semmi ,,furcsasdg”. Példaul prébéaljuk meghatarozni az asztal
fogalmat. Hamar rdjoviink, hogy az asztalra nem jellemzd, hogy hany laba van,
milyen az alakja, feliillete vagy haszndlati célja, azonban egy gyerek is pontosan el
tudja donteni, hogy egy kiszemelt targy asztal-e vagy sem. fgy vagyunk a legtobb
targyfogalommal is.

Az, hogy a halmazt nem definidljuk, nem jelenti azt, hogy nem lehet koriilirni a
jelentését. Ezt a kozépiskolaban a kévetkez6 médon szokas megadni: ,egy halmaz
kozos tulajdonsagu, de kiilonbo6zé elemek egyiittese”.

A halmazokat altalaban latin nagybetiikkel, mig a halmaz elemeit kisbetiikkel je-
16ljiik. Azt, hogy az a eleme az A halmaznak az a € A, ennek tagadasit az a ¢ A
szimbolummal jeloljiik. Egy halmaz elemei lehetnek fizikai targyak, elvont ma-
tematikai fogalmak, vagy akar halmazok is. A lényeg, hogy barmirél el lehessen
dénteni azt, hogy bele tartozik-e a széban forgd halmazba vagy sem. Egy halmazt
megadhatunk elemeinek felsoroldsaval, vagy tigy, hogy megadjuk elemeinek tulaj-
donsagat. Mindkét esetben kapcsos zardjelet haszndlunk. Példaul a pozitiv paros
szamok megadasahoz hasznéalhatjuk a

{2,4,6,...}, {n € N*: n péaros} vagy {neN:n=2k, k=1,2,...}

jelolést. Fontos, hogy egy halmazban nem soroljuk fel kétszer ugyanazt az elemet.

El6fordulhat, hogy tulajdonsaggal egy olyan halmazt adunk meg, amely tulajdon-
sagot egyetlen egy elem sem elégiti ki. Példéul

{reR:2? +1=0}.

Ezért is célszerti olyan halmaz létezését feltételezni, amelynek egyetlen eleme sincs.
Ezt a halmazt iires halmaznak nevezziik, és () szimbélummal jeloljiik. Fontos
megjegyezni, hogy () nem egyenlo a {#} médon megadott halmazzal. Az elsének
nincsenek elemei, mig a masodiknak egy eleme van.

Olyan halmaz létezését is célszerii feltételezni, amely minden, egy adott esetben
vagy feladatban egyéltalan szoba johet6 elemet tartalmaz. Ezt a halmazt alap-
halmaznak nevezziik, és H-val jeloljiik. Az el6ébbi példanal maradva, ha a valds
szamok halmazat tekintenénk alaphalmaznak, ahogy azt a kozépiskolaban tettiik,
akkor az {x: 2% +1 = 0} halmaz iires, {gy nem kellett tudni, hogy van a valds sz-
moknal bévebb halmaz, amelyet alaphalmazként valasztva az el6z6 halmaz mar
nem lres.



2. Halmazok

A halmazokat jobb szemléltetésiik érdekében, sematikusan egymast atfedd korok-
kel vagy mas, sikbeli tartomanyokkal abrézoljuk. Igy sokszor egyszertibb kap-
csolatokat keresni a halmazok ko6zott.

nevezzik.

John Venn (1834-1923), matematikai logikaval foglal-
koz6 angol matematikus a rola elnevezett diagram al-
tal valt halhatatlannd. O érhetévé és formalissa tette a
diagram hasznélatat. Tiszteletére, a Cambridge Egye-
temen, ahol dolgozott, egy a diagramjar6l mintazott

iiveg lathatoé.

A kép forrasa: Wikipédia

Az ilyen abrazoldst Venn-diagramnak

A tovabbiakban alapvet$ halmazelméleti fogalmakkal ismerkediink meg.

1. Definicié. Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha mindenx € A
esetén © € B teljesiil. Bzt A C B, vagy B O A mddon jeloljik.

Venn-diagrammal az A C B tulajdonsag a kovetkezé mdédon dbrazolhaté:

Példaul az egész szamok halmaza részhalmaza a racionalis szamok halmazanak, az
utébbi részhalmaza a valés szamok halmazdnak. Az tires halmaz minden halmaz-
nak részhalmaza. Ez az allitds a matematikai logika implikacié igazsagtablaza-

tan alapszik:

H

b g pésq P vagy q ha p, akkor ¢ p zilﬁgie}i;z&k
(konjunkcid) | (diszjunkcid) | (implikacid) | (ekvivalencia)
Jele: A Jele: Vv Jele: = Jele: <—
i i i i i i
i h h i h h
h i h i i h
h h h h i i



http://hu.wikipedia.org/wiki/John_Venn
https://hu.wikipedia.org/wiki/John_Venn#/media/File:Venn-stainedglass-gonville-caius.jpg
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Az implikéci6 csak akkor hamis, ha a feltétel igaz, de a kovetkezmény hamis. Igy,
ha A egy tetszbleges halmaz, akkor az x € () 4llitds hamis, amibél kovetkezik, hogy
a teljes ,ha z € 0, akkor x € A” 4llitds igaz.

A részhalmaz fogalma segitségével értelmezhetjik a halmazok egyenléséget.

2. Definicié. Az A és a B halmazok egyenlék, ha A C B és B C A
egyszerre teljesil. Ezt A = B, ennek tagaddsdit A # B maddon jeloljik.

A fenti definici6 értelmében, ha szeretnénk bebizonyitani, hogy két halmaz egyen-
16, akkor vegylink az egyikbdl egy tetszéleges elemet és igazoljuk, hogy a masik
halmaznak is eleme. Ezutan forditva tessziik ugyanezt.

3. Definicié. Az A halmaz valédi részhalmaza a B halmaznak, ha
AC B, de A+ B. Exzt AC B, vagy B D A mdédon jeldljik.

Példaul a pozitiv valds szamok halmaza valddi részhalmaza a nem negativ valds
szamok halmazanak.

1. Feladat. Legyen A = {a,{0},{a,{0}}}. Az aldbbi dllitisok kozil melyik
igaz €s melyik hamis?

a) a€A b) {a}C A ¢) {a}eA
d) PeA e) PCA f) {0pcA
9) {{0rcA4 h) {a,{0}} €A i) {a,{0}}C A

Megoldds: Az A halmaznak harom eleme van: a, {0} és {a, {0}}. Ezért

a) igaz,

o

) igaz, hiszen a € A,

c¢) hamis, a eleme az A halmaznak, de {a} nem eleme,

[oN

) hamis, {0} eleme az A halmaznak, de () nem eleme,

) igaz, és ez igaz minden A halmazra,

)

—

) hamis, hiszen () ¢ A,
) igaz, hiszen {0} € A,

= 0R

) igaz,

i) igaz, hiszen a € A és {0} € A.
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Kozépiskolas tanulmanyainkban méar taldlkoztunk a halmazmiiveletekkel. Vegyiik
djra a fogalmukat és készitsiik el a Venn-diagramjukat!

4. Definicié. Az A és B halmazok unidja vagy egyesitése azon elemek
halmaza, amelyek A és B kézil legaldbb az egyiknek elemei. Jele AU B.

Venn-diagrammal az A és B halmazok unidjat a kévetkezé modon abrazoljuk:

5. Definicié. Az A és B halmazok metszete vagy kozos része azon
elemek halmaza, amelyek az A-nak és ugyanakkor a B-nek is elemei. Jele
ANB.

Venn-diagrammal az A és B halmazok metszetét a kivetkezd médon abrazoljuk:

Jans

6. Definicié. Az A és B halmazok kiilonbsége azon elemek halmaza,
amelyek A-nak elemei, de ugyanakkor a B-nek nem elemei. Jele A\ B.

Venn-diagrammal az A és B halmazok kiillonbségét a kovetkezé médon dbrazoljuk:
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e

A kovetkez6 fogalom értelmezéséhez szitkséges a H alaphalmazt ismerni.

[ 7. Definicié. Az A halmaz komplementerén a H\ A halmazt értjiik. Jelej
A.

Venn-diagrammal az A halmaz komplementerét a kévetkezé médon dbrazoljuk:

L ]a

A halmazmiveletekkel kapcsolatban még egy fontos fogalmat fogunk bevezetni.

(8. Definicié. Az A és B halmazokat diszjunktnak nevezziik, ha ANB = (. )

Venn-diagrammal a diszjunkt halmazok tulajdonsaga a kovetkezéképpen abrazol-
haté:

H

Két halmaz diszjunkt, ha nincs kozos elemiik, pl. a paros és a paratlan szamok
halmaza diszjunkt halmazok.
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Az el6zbekben értelmezett halmazmiveletek tobbszor egymasutan is kovetkezhet-
nek. Zarodjelekkel megadhatd, hogy melyik muveleteket kell el6szor végrehajtani.
Hogy ne kelljen mindenhové zaréjeleket tenni, a kivetkezd precedencia szabalyt
kovetjiik. Elészor a komplementer, majd a kiilonbség kovetkezik. Végiil az unié
és a metszet marad, amelyek egyforma ,erések”, igy kotelez6 zardjeleket alkal-
mazni a félreértések elkeriilése érdekében. Ezek szerint az A U B N C halmaz nem
értelmezheto.

2. Feladat. Adjuk meg az (AU B)\ (BN C) halmazt ha

A :={n € N: n pdros},

B :={n € N: n hdarommal oszthaté},

C :={n € N: n primszam},

H :={neN:0<n<10}, ami az alaphalmaz.

Megoldds: Elészor soroljuk fel az A, B és C' halmaz elemeit:
A={2,4,6,8,10}, B=1{3,6,9}, C=1{2, 3,5 7}

Ezutén kovetkezik C = {1, 4, 6, 8, 9, 10}, és utdna a zardjelek. Az uniét tgy
célszerti kiszdmolni, hogy a ,,nagyobb” halmazhoz hozzaadjuk a masik halmaz
azon elemeit, amelyek a nagyobban nem talalhatdk:

AUB={2,3,4,6,8,9, 10}.

Metszet esetén a ,kisebb” halmazbdl azokat az elemeket valogatjuk ki, ame-
lyek a méasik halmazban is megtaldlhatok:

BNC = {6, 9}.
Ha a fenti két elemet kivessziik az A U B halmazbdl a kovetkezd marad:

(AUB)\ (BNC) = {2, 3, 4, 8, 10}.

Az el6z6 feladat Venn-diagrammal is megoldhatd. Vegyiik észre, hogy harom hal-
maz 8 részre bontja a diagramot! Célunk az, hogy a H alaphalmaz minden elemét
elhelyezziik a diagram megfelel6 részén. Ekkor a kévetkezd eredményt kapjuk:

ANBNC =0, (AN B)\ C = {6},
(BNC)\ A= {3}, (CNA)\ B = {2},
A\ (BUC) = {4, 8, 10}, B\ (CUA) = {9},

C\(AUB)={5,T}, AUBUC ={1}.
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A keresett Venn-diagram:

| Jaus\ o)

A kozépiskolaban az intervallum fogalmaval is megismerkedtiink. Az intervallumok
azoknak a valds szamoknak a halmaza, melyek két adott szam kozé esnek, illetve
a hatarol6 szamok is hozzatartozhatnak az intervallumhoz attél fiiggéen, hogy az
adott oldalon az intervallum nyilt vagy zart. Példaul

[-5,2[={zeR: —5<xz<2}
10,4[={z € R: 0 <z < 4}.

Hatarolé szamok helyett végtelent vagy minusz végtelent is irhatunk. Példdul

[1,o[={z € R:z > 1},
| —00,2[={z e R: z < 2}.

A kovetkezo feladat intervallumokkal végzett halmazmiiveleteket mutat.

3. Feladat. Legyen A := [—5,2[ és B :=]0,4[. Adjuk meg az AU B, AN B,
A\ B és az A halmazokat!

Azonossagokat ugy cafolhatunk, hogy ellenpéldakat keresiink. Erre is alkalmas
a Venn-diagram, mert a diagramon talalhaté alakzatok pontjaibél all6 halmazok
példanak tekinthetdk.
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4. Feladat. Igaz-e a kivetkezd egyenldség? Vilaszdt indokolja!

AU(BNC)=(AUB)NC

Megoldds: A Venn-diagramok alapjan nem igaz az allitas.

a ()
/S S

. Jausno | Jausnc

A diagramok alapjan agy tiinik, hogy az A \ C' = () feltétel sziikséges ahhoz, hogy
az egyenléség igaz legyen. A kdvetkezé feladatban ezt igazoljuk.

5. Feladat. Igazoljuk, hogy

a) (AUB)NC C AU(BNCO),
b) Ha A\ C =0, akkor AU(BNC)=(AuB)NnC.

Megoldds:

a) Ho x € (AUB)NC, akkor x € (AU B) és z € C. Ekkor z € A vagy
r€B,ésxeC.
Ha z € A, akkor z € AU (BNC), hiszen AC AU(BNC).
Ha x € Bésxz € C, akkor v € BNC, igy x € AU (BN (), hiszen
BNC CAU(BNC(C). Ezzel az éllitast igazoltuk.

b) Az a) pont szerint csak azt kell bebizonyitani, hogy ha A\ C' = 0, akkor
AUu(BNC) C (AUB)NC. Haz € AU (BNC), akkor z € A vagy
reBNC,igyxe A, vagyx € Bész e C.

Ha x € A, akkor z € AU B, hiszen A C AU B, de az A\ C = () feltétel
miatt € C is, hiszen ha x ¢ C és x € A, akkor x € A\ C = (), ami
lehetetlen. Igy 2z € (AUB)NC.

Haz € Bésx e C, akkor € AUB és z € C, hiszen B C AU B. Igy
z € (AUB)NC. Ezzel az allitast igazoltuk.

A fenti feladat megolddsaban alkalmazott médszerrel bebizonyithatdk a kovetkezo
u.n. halmazmiiveleti tulajdonsagok.
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Minden A, B és C halmaz esetén teljesiil:

A

Kommutativitdas: AUB=BUA é ANB=BNA

Asszociativitas: (AUB)UC =AU (BUC) és
(ANB)NC =ANn(BNC)

Disztributivitas: AU(BNC)=(AUB)N(AUC) és
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

Ures halmazra: AU =A ¢é ANd=10
Alaphalmazra: AUH=H é ANH=A
Idempontencia: AUA=A é ANA=A
Komplementerre: AUA=H ¢é ANA=10
Elnyelési: AU(ANB)=A ¢é AN(AUB)=A
De Morgan: AUB=ANB é& ANB=AUB
Kiilsnbségre: A\ B=ANB

Augustus De Morgan (1806-1871) egy Indidban sziiletett angol matematikus
volt. George Boole mellet fontos szerepet jatszott a matematikai logika fej-
16désében, igyekezett a logikéra alapozni a matematika mds teriileteit. O
tokéletesitette és elnevezte el a matematikai indukcié médszerét.

halmazmiiveleti tulajdonsagokkal tovabbi azonossdgokat igazolhatunk.

6. Feladat. Igazoljuk a halmazmiveleti tulajdonsdgok segitségével, hogy

A\ (BUC) = (A\B)N(A\C).

Megoldds: Irjuk az egyenléségjelek f5lé az alkalmazott halmazmiiveleti tu-
lajdonsagokat!

Az egyenl6ség bal oldala:

A\ BuoyLanpoue 4

Az egyenl6ség jobb oldala:

A\Bna\O)LunBnuno PP anBn0E.

gy az egyenléség mindkét oldala megegyezik.


http://hu.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan
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7. Feladat. Igazoljuk a halmazmiveleti tulajdonsdgok segitségével, hogy ha
A C C, akkor
A\ B=AnN(C\ B).

Megoldds: Ha A C C, akkor ANC = A. Igy

An@\B) " anc)nB=anBL a\ B.

8. Feladat. Igazoljuk a halmazmiveleti tulajdonsdgok segitségével, hogy
(A\B)UC = (AUQC)\ (BUQ) akkor és csak akkor, ha C = ).

Megoldds: Ha C = (), akkor az egyenldség mindkét oldala A\ B-vel egyenld,
igy az allitas teljesiil.
Maésrészt, ha az egyenlGség teljesiil, akkor kiilon kiilon alakitjuk at mindkét
oldalat. A bal oldal:

(A\B)UC=(ANB)UC =(AUC)N(BUC) =
=[(AuC)NnBJU[(AUuC)NC] =[(AuC)NBJUC.

A jobb oldal:
(AUC)\ (BUC)=(AuC)NnBUC =[(AuC)nB]nC.

Innen kétféleképpen indulhatunk tovabb:

i) Indirekt médon tegyiik fel, hogy C # (). Legyen z € C. Ekkor z a
bal oldal eleme, mert a bal oldalon levé halmaz tartalmazza a C hal-
mazt. Azonban x nem lehet a jobb oldal eleme, hiszen C tartalmazza a
jobb oldalon lev6 halmazt. Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy az
egyenlGség teljestil.

ii) Ha két halmaz egyenld, akkor a kiilonbségiik (). (Ez nyilvanvaléan for-
ditva nem igaz.) Tehdt,

l(ave)
— {[(Auc)mﬁ]uc} N [[(AUCW‘EW@} B
= [[(auc)nBluc|n(Auc)nBluc| =
= [4auo)nBIn[AuO) N Bl uc=C.

Azaz ha az egyenl8ség teljesiil, akkor C' = ().



4. Relacidk

El6szor bevezetjiik a Descartes-szorzat fogalmat, de ehhez sziikségiink van a ren-

c s 2

célszert ezt a kovetkez6 modon értelmezni.

9. Definicié. Az a és b elemekbdl allé rendezett parnak nevezzik a ko-
vetkezd halmazt:

(aa b) = {{a}v {av b}}

A rendezett par fogalmat nem tudtuk volna egyszeriibben értelmezni, példaul
{a,b} formaban, hiszen {a,b} = {b,a}, mert egy halmaz elemei k6z6tt nem al-
litunk fel sorrendet. Ezzel szemben a fenti definiciéval mar olyan ismert allitdsok
igazolhatok, mint a kovetkezo.

[ 1. Tétel. Ha két rendezett par esetén (a,b) = (c,d) teljesil, akkor a = ¢ és J
b=d.

Bizonyitds. Ha {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}, akkor két eset lehetséges.

I. {a} = {c} és {a,b} = {¢,d}. Ekkor a = ¢ és {a,b} = {a,d}, amibdl
kovetkezik, hogy b = d vagy b = a. Az elsé esetben a tétel allitdsat
kaptuk. A masodik esetben {a,a} = {a,d} azaz d = a = b, igy a tétel
allitasa teljesiil.

II. {a} = {¢,d} és {a,b} = {c}. Ekkor a = ¢ = d és ¢ = a = b, amibdl
rogton a tétel allitdsa kovetkezik.

10. Definicié. Az A és B halmazok Descartes-szorzatdnak nevezzik
azt a halmazt, amelynek elemei a két halmaz elemeibdl dllo rendezett pdarok.

Jele A X B.

A fenti definiciénak megfeleléen, ha A = {a, b} és B = {c, d, e}, akkor
A x B:={(a,c), (a,d), (a,e), (b,c), (b,d), (b,e)}.

Vegyiik észre, hogy ha az A halmaznak n, a B halmaznak m darab eleme van,
akkor az A x B Descartes-szorzatnak nm darab eleme van!

Nyilvanvaléan a Descartes-szorzat nem felcserélheto, sét:

Ax B=BxA akkor és csak akkor, ha A= B.

A Descartes-szorzat harom vagy tobb halmaz esetében is képezhetd. Példaul

AxBxC=Ax(Bx().

15
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9. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy {a} x {a} = {{{a}}} !

Megoldds: A definicié alapjan

{a} x {a} = {(a,0)} = {{{a}, {a,a}}} = {{{a}.{a}}} = {{{a}}}

Az A x B Descartes-szorzatot gyakran célszerli koordinatarendszerben abrazolni

ugy, hogy az A halmazt az x tengelyre, a B halmazt az y tengelyre helyezziik.
Foleg, ha a két halmaz intervallum.

Y

[a,b] X [c,d]

: —
10. Feladat. Legyen A := [-2,3|, B := [1,4], C := [1,6] és D := [—1,2].

3
Adja meg az (A x B) N (C x D) halmazt!

Megoldds: Az dbra segitségével lathato, hogy
(Ax B)Nn(C x D)=11,3] x [1,2].

Y

4
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René Descartest (1596-1650) francia filozéfus, természettudds, matematikus,
a racionalizmus hirdetéje. Tole szarmazik a gyakran idézett mondas:

,Gondolkodom, tehat vagyok”.

1637-ben jelent meg ,Ertekezések a médszerrSl” cimii kényve, amely lendiile-
tet adott az analitikus geometria fejlodésének. Miiveiben azonban még nem
szerepel a koordindta rendszer, amely ma az 6 nevét viseli. O még csak egyet-
len tengellyel dolgozott, és ezen sem vette figyelembe a negativ szamokat, bar
mar szamolt is veliik, de ,,hamis” szamoknak nevezte Sket.

Descartes volt az, aki bevezette az egységszakasz fogalmat és a negyedik ara-
nyos szerkesztést (Parhuzamos szel6k tétele). O kezdte el a hatvanykitevk
hasznélatat, és a - a helyett a’-t irt.

A tételekben, definicidkban, feladatokban gyakran taldlkozunk olyan kifejezések-
kel, mint a ,van olyan”, ,barmely”,  ha..., akkor...”, stb. Sokkal tomorebben
tudjuk allitasainkat leirni, ha ezek helyett igynevezett logikai jeleket alkalma-
zunk. Ezek a kovetkezOk:

e 37 jelentése ,létezik olyan” vagy ,van olyan”,
o V7 jelentése ,barmely” vagy ,minden egyes”,
e , — 7 (implikécid) jelentése ,-bdl kovetkezik, hogy”,

e <7 (ekvivalencia) jelentése ,akkor és csak akkor”.

11. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

(AxB)N(CxD)=(ANnC)x (Bn(C)!

Megolddas:
z € (AxB)N(C x D)
<= z€(AxB)ész e (CxD)
<~ z = (a,b), ahola € A, a€C, be B, be D
<~ z = (a,b), aholae ANC,ésbe BNC
<~ z€(ANC)x (BNC)

Az el6z6 eredmény jol szemléltethetd a 10. Feladattal.


http://hu.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
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12. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

(AUB)xC=(AxC)Uu(BxQC)!

Megolddas:

m
N

(

~—

x UB)xC

x = (a,b), ahola € AUBésbeC

x = (a,b), ahola € Avagya€ B, ésbeC

x = (a,b), ahola€ Aésbe C,vagya € BésbeC
r€AxCvagyr € BxC

r€e€(AxC)U(BxC)

rreuy

A Descartes-szorzat utdn bevezetjiik a relacié fogalmat. A reldcié nem més, mint
két halmaz Descartes-szorzatdnak részhalmaza.

11. Definicié. Legyen A és B két adott halmaz. Ha 0 C A X B, akkor azt
mondjuk, hogy o eqy az A, B halmazpdaron értelmezett reldcio, vagy A és
B kézotti hozzdrendelés. Ha A = B, csak annyit mondunk, hogy o eqy az
A halmazon értelmezett reldcio.

Ha (a,b) € p, akkor azt mondjuk, hogy a reldciéban all b-vel o szerint, vagy o
a-hoz hozzarendeli b-t, és ezt gyakran apb-vel jeloljik.

Péld4ul a fenti definiciénak megfeleléen, ha A = {a, b} és B = {c, d, e}, akkor a
kovetkezé mdédon értelmezhetiink egy az A, B halmazpéron értelmezett relaciét:

0= {((I, C)v (CL, d)a (ba d)}

Ekkor agc és apd, de age (vagyis (a,e) € o).

B
A reldcidkat kiilonb6z6 mdédon szemléltet- A
hetjiik. Az egyik megszokott lehetéség a 0
két halmaz ,atnyilazasa”, amely a reldci- _
0k egy megadasi forméja is lehet. Példaul —-
a fenti relacié a kovetkezdképpen abrazol-
haté.

A fenti abrazolasi mod mar hasonlit ahhoz, ahogy kézépiskolaban a fiiggvény fogal-
mat szemléltettiik. Ez nem meglepd, hiszen minden fiiggvény egy hozzarendelés,
bar nem minden hozzarendelés egy fiiggvény, ahogy a fenti abran lathat6. A fiigg-
vényekkel a tananyag kovetkez6 része foglalkozik.
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12. Definicié. Legyen o eqy az A, B halmazpdron értelmezett reldcio. A o
reldcio értelmezési tartomdnya a

D, :={a € A: van olyan b € B, hogy (a,b) € o}
halmaz, és értékkészlete az

R, :={b€ B: van olyan a € A, hogy (a,b) € o}
halmaz. A o reldcié inverzét a

o' :={(ba) € Bx A: (a,b) € 0}

Y modon értelmezzik. )

Koénnyen belathaté, hogy az eléz6 példandl: D, = {a, b} = A, R, = {c, d} és
o' ={(c,a), (d,a), (d,b)}.

13. Feladat. Legyen A = {5, -3, —1, 3,5} és B={-5, =2, 0, 2, 3, 5, 7}.
Hatdrozzuk meg az aldbbi A, B halmazpdron értelmezett reldciok értelmezési
tartomanyadt, értékkészletét és inverzét!

a) apb akkor és csak akkor, ha b —a = 3,
b) apb akkor és csak akkor, ha a® = b,
¢) apb akkor és csak akkor, ha ab =0,

d) apb akkor és csak akkor, ha a +b > 9.

Megoldds: Konnyl felsorolni a relacié elemeit és megadni a keresett halma-
zokat.

a) 0 ={(-5,-2), (=3,0), (-1,2)}, D, ={-5, =3, -1},
R,={-2,0,2}, o '={(-2-5),(0,-3), (27—1)}-
b) 0= {(_57 _5)7 (_575)7 (5a _5)a (575)7 (_37 3)7 (373)}7
D, = {—5, -3, 3, 5}, R, = {—5, 3, 5},
ol = {(=5,-5), (5,-5), (=5,5), (5,5), (3,-3), (3,3)}.
C) 0= {(_570)> (_370)7 (—1,0), (370)7 (530)}’ D.Q = A’ RQ = {O}a
1= {(07_5)7 (07 _3)7 (07_1)7 (Oa?’): (075)}'
d) 0= {(3> 7)a (575)3 (5a7)}’ DQ = {37 5}5 RQ = {5’ 7}7
Q_l = {(77 3)7 (575)a (77 5)}
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14. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi A, B halmazpdron értelmezett reldaciok
értelmezési tartomdnydt, értékkészletét és inverzét!

a) A=R, B=R és apb akkor és csak akkor, ha a®> + b* =1,
b) A=R, B=R és apb akkor és csak akkor, ha a = b>.
Megolddas:

a) Koordindtageometriai ismereteinkb6l tud-
juk, hogy az 2% +y? = 1 az origd koézépponti

1
egységsugaru kor egyenlete. Ezért /

D,=R,={acR: —1<a<1},

-1 1
és ot =0
-1
b) Az x = y? egyenletli parabola grafikonja Y
alapjan:
D,={acR:a>0}
T
R, =R 0
o l'={(a,b): a € R, b=0a?}

A relacidk kozott miiveletet is értelmezhetiink.

13. Definicid. Legyen o eqy az A, B és o eqy a C, D halmazpdron értelme-
zett reldcio. Azt a reldciot, amely az A, D halmazpdron értelmezett és

cgop :={(a,d):a € A;d € D, és3c € BN C, hogy apc és cod}

modon adunk meg a ¢ és o kompoziciojanak, vagy osszetett reldcidja-
Y nak nevezzik. )

Mais szavakkal: azokat a rendezett parokat keressiik, amelyeknek elsé komponense
az A halmazbdl, masodik komponense a D halmazbdl valé, és mindkét komponens
sajatos médon relacidoban van a B N C' halmaz egyik elemével.
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A kovetkez6 egyszerli példa jol illusztralja a relaciok kompoziciéjat. Legyen
A:{a,b,c}, B:{d7 €, f}7
C:{e7f7g}7 D:{h7z7j}7

tovabba

o0 0:={(a,h), (b,h), (b,)}

(=]

Véges halmazok esetén érdemes végigmenni a BN C halmaz elemein, hogy megta-
laljuk az Osszes ,,utat” A-t6l D-ig. Jelen esetben harom kiilonbozd utat talaltunk,

sz

Lehetséges, hogy o = 0. Ekkor a g o p relaciét a ¢? jeldléssel rovidithetjik, azaz
0? := p o p. Hasonléan g3 := po o?, o* := po 0? és igy tovabb.

15. Feladat. Legyen A := {1, 2, 3, 4}, valamint o és o0 az A halmazon értel-
mezett reldcio ugy, hogy

—

0 ::{ 1a1)7 (173)7 (273)’ (374)}
o :={(2,3), (3,1), (3,3), (4,4)}.

Adjuk meg a o~ 0 p? reldcid elemeit!
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Megoldds: Elészor kiilon-kiilon meghatarozzuk a p? és a 0! relacié elemeit.
Az els6 esetben:

QQ ={(1,1), (1,3), (1,4), (2,4)}

(=)be(+)

A o relaci6 inverzének kiszamitasa egyszeriibb, elég megcserélni a benne sze-
repld rendezett parokban a sorrendet.

o 1:=1{(3,2), (1,3), (3,3), (4,4)}.

Végiil megadhatjuk a keresett relacié elemeit.

A A A

o lo 02 ={(1,3), (1,2), (1,4), (2,4)}

(=)bM+]

Konnyen igazolhatd, hogy a relaciok kompoziciéja nem felcserélhetd miivelet, ennek
ellenére asszociativ.

2. Tétel. A reldciok kompozicidja asszociativ mivelet, vagyis

(toog)op=T1o0(0co0p).
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Bizonyitds. A definicié alapjan (a,b) € (Too)op <= a € Dy, b€ Rrop és
dec € Ry N D;op, hogy (a,c) € p és (¢,b) € Too.

Maésrészt (¢,b) € Too <= c¢ € Dy, b€ Ry és 3d € R, N D, hogy (c,d) € o
és (d,b) € T.

D, R, D, R.
0 T
c g d
D, R,

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy (a,d) € o o p, hiszen a € D,, d € R, (mivel
de€ R,ND;),ce Ry,NDy (mivel ¢c € Dy és ¢ € Ry N Dy, azaz ¢ € Ry),
tovabba (a,c) € o és (¢,d) € 0.

Tehat a € Dyop és d € Ryop. Igy (a,b) € 7o (00 p), hiszen a € Dyop, b € Ry,
d € Ryop N Dy (mivel d € Ryop és d € R, N Dy, azaz d € D7), tovabba
(a,d) € copés (d,b) €.

Igy azt bizonyitottuk be, hogy
(roc)ooCrolooo).

Analég médon bizonyithaté a forditott tartalmazas, amibél rogton kévetkezik
az egyenlGség. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

3. Tétel. Tetszbleges p és o reldcio esetén:

(coo) t=pltoot

Bizonyitds. (a,b) € (c00)~" <= (b,a) € cop. A definicié alapjan ez akkor
és csak akkor teljesiil, ha b € D,, a € R, és 3c € R, N Dy, hogy (b, ¢c) € p és
(c,a) € 0.

Mivel D, = R,-1, Ry = Dy1, Dy = R,-1 és Ry = Dy1, az elézd allitds
akkor és csak akkor igaz, ha a € Dy-1, b € R,-1, és Ic € Ry;—1 N D,-1, hogy

(a,c) € 0t és (c,b) € 071, vagyis (a,b) € ot oo™t



5. Fiiggvények

Az €l6z6 részben tisztaztuk a hozzarendelés fogalmat. A tovdbbiakban az egyér-

telmiiségre helyezziik a hangsulyt.

14. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az A, B halmazpdron értelmezett f
reldcio fiiggvény', ha (a,b) € f és (a,c) € f, akkor b= c.

fGyakran leképezés, operator vagy transzformécié elnevezést is kap.

Descartes volt az, aki az els6 fliggvényfogalmat megadta az XVII szdzad végén,
de a fuggvény elnevezést Leibnitz adta. Euler idejében még csak az lehetett
fliggvény, ami a négy alapmiveletet, hatvanyozast, gyokvonast, sorba fejtést,

differencidlast vagy integralast tartalmazta.

A ma is elfogadott fiiggvényfogalmat lényegében Lejeune Dirichlet (1805 -
1859) vezette be, aki német matematikus és fizikus volt. Munkéssdga még ki-
terjedt a szamelmélet tovabbfejlesztésére és a Fourier-sorok elméletének meg-
alapozasara is. Kapcsolatot tartott fenn koranak minden jelentés matemati-
kusaval, de a hétkéznapi dolgokban igazi szérakozott professzor hirében allt.

A fenti definicié azt jelenti, hogy az f relacié akkor és csak akkor fliggvény, ha
egyértelmii, vagyis minden a € Dy elemhez egyetlen olyan b € [y elem létezik,
amelyre (a,b) € f. Ekkor azt mondjuk, hogy b az a elem f-szerinti képe, hoz-
zarendelt eleme vagy helyettesitési értéke, tovibba a a b elem f-szerinti 6sképe.
Az (a,b) € f, vagy afb jelolés helyett az f(a) = b jelolést szokds alkalmazni.

A fenti definiciénak megfelelen az
A={a,b,c}, B=1{h,i,j}

halmazparon értelmezett relacié nem lesz
fliggvény, ha

[ = {(a’ h)’ (b’ h)a (b’ i)v (Cvi)}'

Tudniillik, (b, k) € f, (b,i) € f, de h # i.

Azonban, a

g = {(a7 h‘)7 (b7 h)7 (C7i)}'

reldcié mar figgvény. Nem kévetelmény,
hogy a B elemei hanyszor szerepeljenek a
fliggvényben.

24

A B

f

—T1

—f


http://hu.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet
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Akkor mondjuk, hogy f az A halmazon értelmezett B-értékii fiiggvény, ha Dy = A
és Ry C B. Ekkor az f: A — B jelolést alkalmazzuk és azt mondjuk, hogy f az
A-t B-be képezé fiiggvény. Ha még Ry = B is teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy f az A-t B-re képezd fiiggvény.

16. Feladat. Dontsiik el, hogy az aldbbi A, B halmazpdron értelmezett relaciok
kézil melyek fligguények!

a) A=H0,2, 4}, B={-1,4,6}, és (a,b) € f < ab=0,

b) A={-1,4,6}, B=H{0,2,4}, és (a,b) € f < ab=0,

¢c) A=R, B=R és (a,b) € f <= b=a?,

d) A=R, B=R és (a,b) € f +— b2 =a?,

e) A=[0,00[, B=[0,00[ és (a,b) € f < b*=da?.

Megoldds:

a) Ahhoz, hogy egy relacié ne legyen fiiggvény, elegend6 két olyan elempért
taldlni, amelynek elsé komponensei egyenlék, de a masodik komponensei
nem egyenldk. (0,4) € f és (0,6) € f, ezért a reldcié nem fiiggvény.

b) f={(-1,0), (4,0), (6,0)}, mivel nincs két olyan elempér, amelynek els6
komponensei egyenlok, ezért a relacié fiiggvény.

c) A definici6 alapjan ha (a,b) € f és (a,c) € f, akkor b = a? és ¢ = a?,
amibdl kovetkezik, hogy b = ¢, ezért a relacié fiiggvény.

d) (1,—-1) € f és (1,1) € f, ezért a relacié nem fliggvény.

e) Ha a és b nem negativ szdmok, akkor b?> = a®> <= b= a. Igy ha (a,b) € f
és (a,c) € f, akkor b = a és ¢ = a, amibél kovetkezik, hogy b = ¢, ezért a
relacié fiiggvény.

Az el6z6 feladat e) pontjadban megadott fiiggvényt az f(a) = a szabéllyal is meg-
adhattuk volna. Ha még A = Dy is teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f az A
halmazon értelmezett identikus fiiggvény, amit I4-val szokas jel6lni.

A fiiggvény fogalmdbol kovetkezik, hogy két fliggvény egyenld, ha értelmezési tar-
toményuk egyenlé és ott ugyanazokat az értékeket veszik fel. A fiiggvényeket alta-
laban az értelmezési tartomdnyukkal és a hozzarendelési szabéllyal (pl. képlettel)
szoktak megadni. Gyakran az értelmezési tartomany nincs feltiintetve, ilyenkor a
legh6vebb halmazt kell tekinteni, amelyre a megadott szabalynak értelme van.
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17. Feladat. Adja meg a legbévebb halmazt, ahol a kovetkezd fiigguények ér-
telmezhetok!

Q) fl@) =2 =1, b f@@)=5—, o fla)=a-L

Megoldds:

a) Nyilvan D; = R, hiszen 22 — 1 minden x valds szam esetén értelmezhetd.
b) #? —1+#0, gy » # £1, ezért Dy =R\ {-1, 1}.

¢) 22 —1>0, ezért Dy =] — 00, —1] U [1, 00].

15. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f fligguény invertdlhato, ha az
f=1 reldcio figguény. Ekkor az f~' figguényt az f inverz filiggvényének
nevezzik.

Az invertalhaté flggvényeket egy-
egyértelmii fiiggvényeknek is szoktdk
nevezni. Ez azt jelenti, hogy egyértelmi-
ek, mert fiiggvények, és még ,visszafelé” is
egyértelmiiek. Tehat tetszdleges a,b € Dy
esetén:

A kovetkez6képpen szokés még elnevezni a fliggvények ilyen jellegli tulajdonsagait.

16. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy fiigguény injektiv, ha eqy-egqyértelm.
Ha f: A — B olyan fiiggvény, hogy Ry = B, akkor a fiiggvényt sziirjek-
tivnek nevezziik. Ha eqy fiigguény injektiv €s sziirjektiv eqyszerre, akkor
bijektiv vagy kolcsonosen egyértelmdii fiigguénynek mondjuk.

A fenti definiciébdl kévetkezik, hogy az f: A — Ry fiiggvény mindig sziirjektiv.
A gond csak az, hogy az Ry halmaz megallapitdsa nehéz feladat lehet, ezért a
fliggvény megadasakor egy bévebb halmazt szokds megadni.

Ha az f fiiggvény invertalhaté, z € Dy, y € Ry és x f szerinti képe y, vagyis
y = f(x), akkor y f~! szerinti képe x. Hogyan hatdrozhatjuk meg az inverz
fliggvényt? Ha az f fliggvény valamilyen képlettel adott, akkor érdemes az = és y
szerepét felcserélni. Az x = f(y) egyenletbdl kiindulva, ekvivalens atalakitdsokkal
meg lehet prébalni kifejezni y-t az z-bol és az 0j képlet adja meg a fiiggvény
inverzét.
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18. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi fligguények kozil melyek invertdlhatok
és adjuk meg az inverzeket!

a) f: R—=R, f(x) =3z +5,
b) f: R =R, f(z) =22,
c) f:10,00[—= R, f(x) =22,

r—1
x+1

d) f: R\{-1} = R, f(z) =
Megoldas: A fiiggvény akkor invertalhatd, ha f(a) = f(b) egyenléséghdl
kovetkezik, hogy a = b.

a) Ha 3a +5 = 3b+ 5, akkor a = b, igy invertalhaté. Ha = = 3y + 5, akkor
z—95
. Ezért

y:

r—>5

JHRSR, )=

b) Ha a? = b?, akkor a = +b, igy nem invertdlhaté, hiszen 1> = (—1)2, de
14 1.

c) Ha a® = b?, akkor a = +b, de most a,b > 0, amibdl kovetkezik, hogy
a = b, igy invertdlhat6. Ha z = g2, akkor y = \/z, amennyiben z > 0.

Ezért
f7h0,00[= R, [ (x) =V
Q) Ha A1 2071 e hatunk a + 1-gyel és b+ 1-gyel, és {
a = veglgszoroznatunk a -gyel es -gyel, €S 1
il L gy gyel, és igy

ab+a—-b—1=ab—a+b—-1 = 2a=2b = a=b,

vagyis invertalhaté. Ha x = Y 1 végigszorozhatunk y + 1-gyel:

1
wrr=y—-1 = (z—-1l)y=-1-2 = y:fjx,

ha x # 1. Ezért

FLR\{} SR, fla) =21

1—=x

Az €l6z6 feladatban azt tapasztaltuk, hogy egy nem invertalhaté fiiggvény értel-
mezési tartomanyat lesziikithetjiik ugy, hogy a figgvény mar invertalhaté legyen.
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Ezért sziikségiink van a kévetkezo fogalomra.

17. Definicié. Legyen X,Y, Z adott halmazok, X C Y, tovdbbd f: X — Z
és g: Y — Z dgy, hogy f(x) = g(z) minden x € X esetén. Ekkor azt
mondjuk, hogy az f fligguény a g fliggvény A halmazra valé lesziikitése
és a g figgvény az f filiggvény B halmazra valé kiterjesztése.

Az =1 jelolésmédrol fontos megjegyezni, hogy a halmazok fiiggvény szerinti Gs-
képénél is szerepelni fog, de nem lesz zavard, hiszen ha egy fiiggvény invertalhato,
akkor adott halmaz fliggvény szerinti 0sképe megegyezik a halmaz inverz fliggvény
szerinti képével (14sd a 6. részt és a 8. Tételt).

e sz

reldciok esetében (lasd a 13. Definiciét). Azonban nem trividlis tény, hogy két
fliggvény kompozicidja szintén fliggvény.

4. Tétel. Ha az f és a g relicio fiigguény, akkor az f o g reldcio szintén
fligguény.

Bizonyitds. Legyen g az A, B és f a C, D halmazparon értelmezett relacio,
tovabbd a € A és b,c € D, hogy (a,b) € fog és (a,c) € fog. Ekkor van
olyan dy,do € BN C 1gy, hogy

(CL, dl) €9, (dlub) € f7 (av d2) €9, (d27c) € f

Mivel g fiiggvény, ezért d; = da. Jelolje d ezt a kozos elemet, vagyis (d, b) € f
és (d,c) € f. Mivel f figgvény, igy b = c. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

Az el6z6 tétel értelmében a kovetkezd definiciot adhatjuk meg.

~
18. Definicid. Legyen adott az f és g fligguény. Az f o g kompoziciot
osszetett fliggvénynek nevezzik. Igy

(fog)(x) = f(g(x)) minden x € Dy esetén.

Ekkor g-t belsé fiiggvénynek és f-et kiilsé filiggvénynek nevezziik.

\ W,

A 7. részben folytatjuk az Osszetett fliggvények tanulmanyozasat, mert ehhez meg
kell tudnunk hatérozni a fiiggvények halmazok szerinti képét és Gsképét.



6. Halmazok fiiggvény szerinti képe és inverzképe

A kovetkez6 fogalommal az elemek képét és 6sképét kiterjesztjiik halmazok esetére.

4 )
19. Definicié. Legyen adott az f: X — Y figgvény, A C X és B egy
tetszoleges halmaz. Az A halmaz f szerinti képe az

f(A):={beY:3a€ A, hogyb= f(a)}
halmaz. A B halmaz f szerinti inverzképe vagy 6sképe az

fYB):={a€X: f(a) € B}

L halmaz. )
Példéul az f: {a, b, ¢} — {h, i, j}, X Y
f=A(a,n), (b,h), (c,i)} f

[~
fliggvény esetén konnyen igazolhatd, hogy -

f({a, b}) = {n},
7 ({h, 33) = {a, b}

Fontos megjegyezni, hogy a definicié értelmében egy halmaz képe csak akkor ha-
tarozhaté meg, ha a halmaz része a fliggvény értelmezési tartomanyanak, mig a
halmazok 6sképe minden esetben meghatarozhaté.

A kovetkezékben néhdny példat mutatunk be, melyekben valds szdmokbdl allo
halmazok fiiggvény szerinti képét és 6sképét hatarozunk meg. A feladatok megol-
désdban nagy segitséget nyujt a fiiggvény grafikonjanak ismerete, de a grafikonok
elkészitése altalaban nem egyszerli feladat. Ezért csak olyan fiiggvények johet-
nek széba, melyeket a kozépiskolaban tanult fiiggvénytranszformacié segitségével
kapunk ismert elemi fiiggvények grafikonjabol.

19. Feladat. Legyen A := {2, —1, 3}, B := [-2,2[ és f(z) := |z — 1| — 1.
Adjuk meg a halmazok fligguény szerinti képét és 6sképét!

Megoldds: Osszesen négy halmazt kell meghatarozni.
1) Hatérozzuk meg az A halmaz fiiggvény szerinti képét, azaz az f(A) hal-

mazt!
Mivel az A halmaz véges, igy elegendé minden A-beli értéket behelyette-

29
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siteni a fliggvény képletébe, hogy megkapjuk a kivan értékeket:
)=|-2-1-1=2,
)=]-1-1]-1=1,
f3)=13-1-1=1.

f(=
f(=

Ezért f(A) = {1, 2}.

A feladat grafikusan is megoldhaté. Abrazoljuk az f(z) := |z — 1| — 1
fuggvényt! A fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformécié alkalmazasaval
kapjuk az abszolut érték fiiggvénybol. Helyezziik el az A halmaz értékeit az
x szamegyenesen és egyenként hatarozzunk meg a helyettesitési értékiiket!

f(A)={1,2}
(=Jbe(+)

2) Hatérozzuk meg az A halmaz fiiggvény szerinti 6sképét, azaz az f~1(A)
halmazt!
Azokat az x valés szdmokat keressiik, amelyek a fiiggvény képletébe behe-
lyettesitve A halmazbeli értéket adnak, azaz f(z) € A. Mivel az A halmaz
véges, igy elegendd véges sok egyenletet megoldani:

lr —1] =1 = f(x) = -2, |z — 1] = —1, nincs megoldésa,
|t —1—1= f(z) = -1, |z — 1| =0, x =1,
lt —1|—1= f(z) =3, |z — 1] =4, r=-3, ==>,.

Ezért
f_l(A) = {_37 17 5}
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A feladat grafikusan is megoldhaté. A fiiggvény abrazoldsa utan helyezziik
el az A halmaz értékeit az y szamegyenesen és keressiilk meg egyenként
azokat az x pontokat, amelyek fliggvény szerinti értékiik A-beli pont!

S 3o

—1 4

fﬁl(A) = {_37 L, 5}
(=)b+)

3) Hatérozzuk meg a B halmaz fiiggvény szerinti képét, azaz az f(B) hal-
mazt!
A feladatot grafikusan oldjuk meg. A fiiggvény abrazoldsa utan helyezziik
a B halmazt az x szamegyenesre és keressiilk meg azokat a grafikonbeli
pontokat, melyek els§ koordinatdjuk B-beli elem. Az igy kapott grafikon-
beli pontok méasodik koordinatai adjak meg a keresett halmazt.

f(B) =[-1, 2]
(=14
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4) Hatérozzuk meg a B halmaz fiiggvény szerinti 6sképét, azaz az f~1(B)
halmazt!
A feladatot grafikusan oldjuk meg. A fiiggvény abrazoldasa utan helyezziik
a B halmazt az y szamegyenesre és keressiikk meg azokat a grafikonbeli
pontokat, melyek masodik koordinataja B-beli elem. Az igy kapott grafi-
konbeli pontok els6 koordinatai adjak meg a keresett halmaszt.

F7UB) =] -2, 4]

S

20. Feladat. Legyen A :={-1,0, 2}, B:=] —1,0] és

f@)=——,  (@#1)

Adjuk meg a halmazok fiigguény szerinti képét és 6sképét!

Megoldds: Az el6z6 feladathoz hasonléan jarunk el.

1) Az A halmaz fiiggvény szerinti képe:

fl-1) = =,
1

f(O)sz:—l,

f@)=5r=1
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Az el6z6 megoldés grafikusan:

fA) ={-1, -3, 1}
(=)be(+)

2) Az A halmaz fuggvény szerinti 6sképe:

1

:—1’
r—1
1

=0
x—1 ’
1

:2’
r—1

Ezért

Az ¢el6z6 megoldés grafikusan:

z =0,

nincs megoldésa,
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y 1
20———«5——‘
0] I i
1 D x
12
T
- _ 3
f 1(A)_{Oa§

(=]

3) A B halmaz fuggvény szerinti képét grafikusan oldjuk meg.

Y

fB) =11, —3
(=]
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4) A B halmaz fliiggvény szerinti &sképét grafikusan oldjuk meg.

Y

N
2

f7HB) =] = o0, 0]

(=]

A kovetkezékben a halmazok fiiggvény szerinti képét és 6sképét fogjuk altaldnosan
vizsgalni. Nem nehéz belatni, hogy egyfajta ,monotonitas” érvényes a halmazok
fiiggvény szerinti képére, nevezetesen, ha A C B, akkor f(A) C f(B). Valéban

y€ f(A) = Jx €A, hogy f(z)=y
= dr € B, hogy f(z) =y
= y € f(B),

hiszen ha = € A, akkor z € B. Ugyanilyen egyszeriien igazolhaté a ,,monotonitéds”
a halmazok fliggvény szerinti 6sképére is.

-
5. Tétel. Legyen f: X — Y adott fiigguény és A, B C X. FEkkor

a) f(AUB) = f(A)U f(B),

b) f(ANB) C f(A)N f(B).

Tovdbbd, ha az f figguény invertdlhato, akkor

fF(ANB) = f(A) N f(B).
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Bizonyitds.

a) Mivel A C AU B, ezért f(A) C f(AUB).
Hasonléan f(B) C f(AU B). Tehat f(A)U f(B) C f(AU B). Méasrészt
y€ f(AUB) = Jx € AUB, hogy f(x)=1y
= Jr € A, hogy f(x) =y, vagy
Jz € B, hogy f(x) =y
— y € f(A) vagy y € f(B)
= y e f(AUf(B),
vagyis f(AUB) C f(A)U f(B), amibdl az egyenl6ség azonnal kovetkezik.

b) Mivel ANB C A, ezért f(AN B) C f(A). Hasonléan f(AN B) C f(B).
Tehét f(ANB) C f(A)N f(B).

Maésrészt, ha az f fliggvény invertalhatd, akkor elegendé igazolni, hogy

fFLA)Nf(B) € f(ANB).

ye f(A)N[f(B) = Jz1 € A, hogy f(x1) =y, és
Juz € B, hogy f(z2) =v.
Mivel az f fliggvény invertdlhatd, igy x1 = xo. Jeldlje x az x1 és xo kozos

értékét! Ekkor v € Aésx € B, azaz x € ANB és f(x) = y. Ebbdl kovetkezik,
hogy y € f(AN B). Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

Keresstink olyan példat, amelyre f(A N B) valédi részhalmaza f(A) N f(B)-nek!
Legyen

f(z) = 22, A={-1}, B={1}.
Ebbdl f(A) N f(B) = {1}, de f(AN B) = 0.

Az el6z6 példa lényege az, hogy az f fliggvény nem invertalhatd, hiszen egyrészt
az el6zo tétel azt mondja ki, hogy csak ilyen fiiggvényeknél lehet példat talalni
arra, hogy

f(ANB) C f(A)N f(B),

masrészt nem invertalhato fiiggvények értelmezési tartomanyaban mindig taldlunk
két kiillonbozb a és b elemet, hogy f(a) = f(b). Igy ha A = {a} és B = {b}, akkor

FANB) =0, de f(A)Nf(B)#0.

A halmazok 6sképe esetén a helyzet egyszeriibb.
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4 )
6. Tétel. Legyen f: X — Y adott fliggvény, A és B két tetszbleges halmaz.

FEkkor

o) fTH(AUB) = f1(A) U f(B),
b) fTHANB) = fHA)NfH(B).

\ J

Bizonyitds.

a) r€f 1 (AUB) < f(z)€ AUB
<~ f(z) € Avagy f(x) € B
— z e fYA) vagy z € fYB)

— zecf Y AuUFYB).
b) Az el6z8 ponthoz hasonléan.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Tovabbi fontos tulajdonsdg, hogy minden A € Dy esetén A C f~1(f(A)) teljesiil,
hiszen ha a € A, akkor f(a) € f(A) és igy a € f~1(f(A)). Az egyenldség nem
mindig igaz. Ellenpéldaként szolgal az f(x) = 22, A = {1}, mivel ekkor

@A) ={-1,1} # A

Invertalhaté fiiggvények esetén nem tudunk ellenpéldat taldlni. Ezt mondjak ki a
kovetkezo allitasok.

7. Tétel. Legyen f: X — Y eqy figguény. [ invertilhato akkor és csak
akkor, ha minden A, B C X halmaz esetén az f(A) = f(B) egyenléségbil
kovetkezik, hogy A = B.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy minden A, B C X esetén az f(A) = f(B)
egyenldségbdl kovetkezik, hogy A = B. Legyen a,b € X két olyan elem,
amire f(a) = f(b) teljesil. Ha A = {a}, B = {b}, akkor f(4) = f(B),
amibdl kovetkezik, hogy A = B és igy a = b. Tehat f invertalhato.

Mésrészt, legyen f invertalhat6 és A, B C X két halmaz, amire teljesiil az
f(A) = f(B) egyenléség. Tegyiik fel még, hogy a € A, de a ¢ B. Mivel
ekkor f(a) € f(A) = f(B), igy van olyan b € B, hogy f(b) = f(a), amib6l
kovetkezik, hogy b = a hiszen f invertalhato. Tehat a € B, azaz A C B.
Hasonléan az A és B halmaz szerepcserével igazolhatd, hogy B C A. Tehéat
A = B. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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8. Tétel. Legyen f: X — Y eqy figguény. [ invertalhato akkor és csak
akkor, ha minden A C X halmaz esetén f~1(f(A)) = A.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy minden A C X halmaz esetén f~1(f(A)) = A.
Legyen A, B C X két halmaz, amire teljestil az f(A) = f(B) egyenldség.
Ekkor f=Y(f(4)) = f~Y(f(B)), igy A = B. Az el6z6 tételbdl kovetkezik,
hogy f invertalhato.

Masrészt, legyen f invertalhaté és A C X egy halmaz. Tudjuk, hogy minden
fiiggvény esetén A C f~1(f(A)). Léassuk be a forditott reldciét. Legyen
a € f7Y(f(A)), ekkor f(a) € f(A). Jeldlje B := AU {a}, amibél

f(B) = f(AU{a}) = f(A) U f({a}) = f(A).

Igy A = B, vagyis a € A. Tehéat f~'(f(A)) C A, amibél az egyenléség rogton
kovetkezik. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Ha a fenti allitdsban A egy egyelemil halmaz, akkor kapjuk az

fH(fla)=a

gyakran alkalmazott Osszefiiggést minden a € Dy esetén. Fontos még megjegyezni,
hogy az f~! fiiggvény mindig invertdlhat6 és (f~1)~! = f. Ezért

FFH®) =0

Osszefiliggés igaz minden b € Ry esetén.



7. Osszetett fiiggvények meghatirozasa

Az 5. részben megismertiik az Osszetett fiiggvény fogdlmat. Azt tanultuk, hogy az
f o g Osszetett fliggvény nem mas, mint az f és g relaciok kompozicidja, amelyrdl
tudjuk, hogy fliggvény abban az esetben, ha f és g szintén fliggvények. Tovabba

(fog)x)= f(g(x)) minden z € Dyo4 esetén.

Az Osszetett relacié fogalmabdl nem nehéz belatni, hogy értelmezési tartoméanya
a g_l(Rg N Dy) halmaz. Ezért az f o g Osszetett fiiggvény meghatéarozasakor els6
lépésként az Ry N Dy halmazt kell meghatdrozni, amin keresztiil ,atmegy” a fligg-
vény. Utdna megadhatjuk az értelmezési tartomanyat. Végiil az dsszetett fliggvény
szabélyat az f(g(x)) Osszefuggés hatdrozza meg.

f(RgN Dy)

9~ (RgN Dy) W W

21. Feladat. Hatdrozzuk meg az fog dsszetett fiigguényt az aldbbi fiigguények
esetében:

a) f:[0,0[= R, f(x)=+Z ésg: R =R, g(z) =2 — 22,

b) f:]—00,0[— R, j"(:v):aji ésg: R\ {-1} = R, g(:z:):—xi

c) f:[-1,00[= R, flx)=vx+1ég: R\ {1} =R, g(x):x%

d) f:]—00,0] = R, f(x) =2% ésg:[0,00[— R, g(z)=—x.

Megoldds: A megoldashoz meg kell hataroznunk az f kiils6 fiiggvény D ér-
telmezési tartomdnyat és a g belsé fliggvény R, értékkészletét, majd ezekbdl
a g~ Y(RyN Dy) halmazt, azaz az R,N Dy halmaz g fiiggvény szerinti 6sképét,
mely a keresett Gsszetett fiiggvény értelmezési tartomanya lesz. Ebben a meg-
adott f és g fiiggvények abrazoldsa nagy segitséget nyujthat. Végiil az f(g(x))
Osszetett fliggvény képletét ugy kapjuk, hogy az f fliggvény képletében 1év6
minden z el6fordulasi helyébe behelyettesitjiikk a g fliggvény képletét.

39
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40

a)
Yy Yy
1]
4 +
1
2
0 T
fl@)=Vx g(x) =z — 2
[ értelmezési tartomanya Dy = [0, oo,
1
g értékkészlete Ry = } —00, 4},
1
RgﬂDfI {0, 4}, g_l(RgﬂDf) = [0, 1],
A keresett Osszetett fiiggvény
f(g(x)): Vx_x27 ((L‘G [071])'
b)
Yy ; Yy
~1i /
0 z i
fl@) =3 9() = =337

[ értelmezési tartomanya Dy =] — o0, 0],

g értékkészlete Ry = R\ {0},
RyNDj=]—00,0[, g '(RyNDy)=]—1,00],
A keresett Osszetett fiiggvény

flg@) = ———5=(@+1)?  (z€-100.
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c)
1o
y 1
/ —~ L z
1 x |
flz)=Vaz+1 g(z) = 5
[ értelmezési tartomanya Dy = [—1, 00|,
g értékkészlete Ry = R\ {0},
Rgan: [_1700[\{0}7 g_l(RgﬂDf) :]—O0,0]U]I,OO[,
A keresett Osszetett fliggvény
flo@) == +1= - (@eR\o1)
= = X .
g\E x—1 xz—1’ ’
d)
Yy Yy
0 x
1
T
flz) =27 g(x) = —x
[ értelmezési tartomanya Dy =] — oo, 0],
g értékkészlete Ry =] — 00, 0],

R,N Dy =] — o0,0], g (RyN Dy) =0,00],
A keresett Osszetett fiiggvény
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9. Tétel. Legyen adott az f és g két invertalhato fiigguény. Ekkor f o g is
invertdlhato és

(fog)t=glof

Bizonyitds. A 3. Tételbdl kovetkezik, hogy az f o g relacié inverze g~ 1o f=1.
Mivel f és g invertalhato fiiggvény, ezért g~ és f~! fiiggvény, és igy a 4. Tétel
miatt (f o g)~! is fiiggvény. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

Az el6z6 tétel értelmében, ha f és g két invertalhaté fliggvény, akkor az f o g
Osszetett fliggvény inverzének képlete

(fog) Ha) =g~ (f (@),
és értelmezési tartomanya
(f_l)_l(Rffl N Dg—l) = f(Df N Rg).

Ez el6bbi értelmezési tartomany a 21. Feladatot megel6z6 abran is lathato.

22. Feladat. Az eldzd tétel alapjdan hatdrozzuk meg az fog dsszetett fligguény
tnverzét az aldabbi fligguények esetében:

f:]0,00[—= R, f(x) =logyx ésg:]—00,0[— R, g(z) = 22.

Megoldds:
Yy Yy

f(z) = logy @ g() =

[ értelmezési tartomanya Dy =]0,00[, g értékkészlete Ry = [0, oof,
R, N Dy =0, 00, f(RgNDy) =R,
Mivel f~1(x) = 2% és g1 (x) = —/7, igy a keresett Gsszetett fiiggvény inverze

g (fH@)=-V2",  (z€R)



8. Halmazrendszerek

A halmazok elemeit semmilyen médon nem Kkorldtozzuk, igy azok halmazok is
lehetnek. Ilyennel mar taldlkoztunk a rendezett par fogalmanal. Halmazrend-
szernek nevezzilk azokat a halmazokat, amelyeknek elemei is halmazok. Ekkor
irott nagybetiikkel szokas dket jeldlni, pl. A-val.

Halmazrendszerre az egyik legfontosabb példa egy halmaz Gsszes részhalmazanak
halmaza, hiszen tetsz6leges két elemének unidja, metszete, és tetszéleges elemének
az alaphalmazra vonatkozé komplementere is eleme ennek a halmazrendszernek.
Az A halmaz 6sszes részhalmazdnak halmazat az A hatvanyhalmazanak nevez-
ziik és 24-val vagy P(A)-val jeloljitk. Az elnevezés abbél adédik, hogy egy n elemfi
halmaz hatvinyhalmaza 2" elemii halmaz.

A halmazrendszerek elemeinek jobb ,kezelhetésége” érdekében bevezetjik a ko-
vetkez6 fogalmat.

20. Definicié. Legyen A egy halmazrendszer és I egy halmaz. Ha taldlunk
eqy f: T — A fiigguényt, akkor azt mondjuk, hogy T' indexhalmaza az A
halmazrendszernek és A egy I'-val indexelt halmazrendszer. FEkkor A-t
{A,: v €T’} médon is jeléljiik.

Példaul ha szeretnénk indexelni az Osszes szimmetrikus zart intervallumokboél al-
16 halmazrendszert, a kovetkezOképpen tehetjiik meg: {[—z,z]: x €]0,00[}. Az
{{z}: = € R} mddon lehet indexelni az Gsszes valds szamokbdl allé egyelemii hal-
mazok halmazrendszerét.

Fontos megjegyezni, hogy a halmazrendszerek halmazok, igy ha el6fordul, hogy
két kiilonboz6 «,6 € I' index esetén A, = As, akkor ezt a halmazt csak egyszer
soroljuk fel a halmazrendszerben. Masrészt minden halmazrendszer indexelheto,
hiszen A = {y: v € A}.

Halmazrendszer esetén a kovetkezd mdédon értelmezhetd az unid és a metszet.

~
21. Definicié. Az indezelt A := {A,: v € I'} halmazrendszer unidja:
U Ay :={a: van olyan v € I', hogy a € A},
~yel'
¢és metszete:
ﬂ A, :={a: minden v € T esetén a € A,}.
vyel
G w,

Egyszertien bebizonyithatd, hogy az unié és a metszet nem fiigg az indexhalmaz
megvélasztdsatol. Ezért gyakran a (J,ep Ay halmazt (J A, mig a (), cp Ay halmazt
N A médon is jeloljik.

43
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23. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd halmazrendszerek unidjdat és metszetét!
a) A={[0,z]: z €]0,00[},

b) A= {{—m, H LT E]l,oo[},
¢) A= {{z}: v € A},

Megolddas:

a) U Ay, =[0,00[; N A,={0}.
~el ~yel

b) U A4y=]—00,1; N A, =[-1,0].
vyerl’ vyel

o) U4, =4 N A, =0
vel’ yel

Sok olyan tulajdonsag, amely két halmaz unibéjara és metszetére teljesiil, megma-
rad halmazrendszerekre is, s6t, altalaban hasonlé médon lehet éket bebizonyitani.
Példaképpen bizonyitsuk be a De Morgan azonossagokat!

24. Feladat. Legyen {A,: v € I'} egy halmazrendszer. Bizonyitsuk be, hogy

G,) U’YGF A’Y = n'yEF Af’y;

b) ﬂ*yGF AW = UyeF‘éTV !

Megoldds:
a) ac| A = a¢ A4,
el ~el
<= nincs olyan v € I', hogy a € A,
< Vy€eT eseténa € A,
> ac ()4,

~yel'

a ¢ ﬂAW

vyel

Jyel, hogyaGfTv

a € Uz‘TY
vyel

<~
<= nem minden y € I esetén a € A,
<~
<~
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22. Definicié. Az A egy pdronként diszjunkt halmazrendszer, ha bdr-
mely két kiilonbézo eleme diszjunkt.

A kovetkezo részben az osztalyozéds fogalmat fogjuk alkalmazni.

23. Definicié. Legyen A egy nem dres halmaz és A C P(A) egy halmaz-
rendszer, amely nem tartalmazza az tres halmazt. Azt mondjuk, hogy A eqy
osztdlyozdsa az A halmaznak, ha paronként diszjunkt és | JA = A. Az A
halmazrendszer elemeit osztdalyoknak nevezziik.




9.

Ekvivalencia- és rendezési relaciok

A kovetkezOkben olyan relaciokkal foglalkozunk, amelyek egy adott halmazon értel-
mezettek (A = B). Az ilyen relacidékat oly médon szemléltethetjiik egy diagramon,
hogy a halmaz elemei helyett egy-egy ,,pontot”, a relacié elemei helyett ,nyilakat”
rajzolunk. Példaul az A = {a, b, ¢, d, e} halmazon értelmezett

0= {(CL?a)? (ave)v (Cv b)? (C7 6)7 (670)}

relacié a kovetkezbképpen dbrazolhaté:

G ¢

b d

N

C

Az egy adott halmazon értelmezett relacioknal a kovetkez6 tulajdonsdgokat vizs-
galjuk.

G

24. Definicié. Legyen o az A halmazon értelmezett reldcio.

o Azt mondjuk, hogy o reflexiv, ha apa minden a € A esetén.

o Azt mondjuk, hogy o szimmetrikus, ha apb —> boa minden

a,b € A esetén.

o Azt mondjuk, hogy o antiszimmetrikus, ha apb és bpa — a =b

minden a,b € A esetén.

o Azt mondjuk, hogy o tranzitiv, ha apb és bopc —
a,b,c € A esetén.

apc minden

~

W,

A diagramon az el6z6 definicidk a kovetkezOképpen ellendrizheték:

e A relacio reflexiv akkor és csak akkor, ha tartalmaz minden hurkot.

G D
Gy a0

)

46
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e A reldcié szimmetrikus akkor és csak akkor, ha minden nyil oda-vissza megy
(a hurkok kivételével).

e A relacié antiszimmetrikus akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz oda-vissza
nyilakat.

e A relacid tranzitiv akkor és csak akkor, hogy ha nyilak mentén eljuthatunk
egy pontbdl a masikba, akkor van olyan nyil, amely egyenesen oda visz.

25. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy adott halmazon értelmezett reldcio
ekvivalenciareldcié ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv. Altaldban az
ekvivalenciareldaciok esetén a ~ jelet haszndljuk.

Néhany példa ekvivalenciarelaciora a kovetkezo:

o A := {egy sik egyeneseinek halmaza} és fog <= f és g parhuzamos egye-
nes.

e A := {egy sik haromszogeinek halmaza} és xpy <= x és y hasonlé harom-
SZ0g.
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e A:=17 és nok < n — k oszthaté 10-zel.

o A kivetkezd diagrammal megadott relacio:

Qe
Gy a0

N
O

Az ekvivalenciareldcidk osztélyozasokkal jellemezheték.

4 N\
10. Tétel. Legyen A egy osztilyozdsa az A halmaznak. Az A halmazon

értelmezett o reldacio, amire xoy akkor és csak akkor, ha x és y ugyanannak
az osztdlynak eleme, ekvivalenciareldcio. Forditva, ha o az A halmazon
értelmezett ekvivalenciareldcio és

Ag = {y € A: yox},

akkor az A := {A,: x € A} halmazrendszer egy osztdlyozdsa az A halmaz-

L nak. )

Bizonyitdas. Legyen A egy osztalyozasa A-nak és ¢ az az A halmazon értel-
mezett relacid, amire

xoy = x és y ugyanannak az osztalynak eleme.

Jelolje A, azt az osztalyt, amely az x elemet tartalmazza. Mivel A = A,
mindig van ilyen osztaly és mivel A paronként diszjunkt, igy csak egy ilyen
osztaly van. A p értelmezése azt jelenti, hogy xoy akkor és csak akkor, ha
A; = Ay. Valéban zoy <= xz,y € A; és x,y € Ay, de mivel a halmazrend-
szer paronként diszjunkt és A, N A, # 0, ezért A, = A,. Ekkor

e minden z € A esetén, A, = A, vagyis o reflexiv,

e minden z,y € A esetén, ha A, = A,, akkor A, = A,, vagyis ¢ szim-
metrikus,

e minden z,y,2 € A esetén, ha A, = A, és A, = A, akkor
A, =A,=A,,

tehdt A, = A,, vagyis p tranzitiv.

Ezért o ekvivalenciarelacio.
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Forditva, legyen ¢ az A halmazon értelmezett ekvivalenciarelacié és
Ay i={y € A: yor}.

Legyen z,y € A.

Ha zoy, akkor A, = A,. Tudniillik, z € A, = zpx, de zpy, igy a
tranzitivitds miatt zoy = 2z € A,. Ezért A, C A,. A forditott reldcio
a szimmetria miatt hasonldé médon igazolhatd, amibol az egyenldség azonnal
kovetkezik.

Mésrészt, ha xgy, akkor A, N A, = 0. Tudniillik, z € A, NA, = z€ A,
és z € Ay = zox és zpy, igy a szimmetria és tranzitivitds miatt xoy, ami
ellentmondas.

Ezért az A := {A;: v € A} halmazrendszer paronként diszjunkt. Tovabba

UAd=U 4. =4,

z€A

hiszen = € A, C A minden z € A esetén. Igy A egy osztalyozdsa A-nak.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az ekvivalenciareldciéra megadott példakban a kivetkezd osztalyokat kapjuk:

o A := {egy sik egyeneseinek halmaza} és fog <= f és g parhuzamos egye-
nes. Végtelen sok osztaly van. Adott egyenessel parhuzamos egyenesek hal-
magza osztalyt alkot. Ha egy egyenes nem eleme ennek az osztalynak, akkor a
vele parhuzamos egyenesek halmaza egy masik osztalyt alkot, és igy tovabb.

o A := {egy sik hdromszogeinek halmaza} és xpy <= x és y hasonlé hdrom-
sz6g. Végtelen sok osztaly van. Adott haromszogh6z hasonlé haromszogek
halmaza osztalyt alkot. Ha egy haromszog nem eleme ennek az osztalynak,
akkor a hozza hasonlé haromszogek halmaza egy masik osztalyt alkot, és igy
tovabb.

o A:=17 és nok <= n — k oszthaté 10-zel. Osszesen 10 osztdly van. Az
osztalyozas a szamok utolsé szamjegye alapjan torténik. Igy kapjuk a 0-val
végzodo szamok osztalyat, az 1-gyel végzodo szamok osztalyat, és igy tovabb.

e A diagrammal megadott reldcié esetén 2 osztaly van: A = {{a,e}, {b,c,d}}.

26. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy adott halmazon értelmezett reldcio
rendezési reldcio, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv. Altaldban a
rendezési reldaciok esetén a < jelet hasznadljuk.

Néhany példa rendezési relaciora a kovetkezo:
e A:=Részoy < z<y.

o A:=NT és nok <= n oszthaté k-val.
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e A kovetkezd diagrammal megadott relacio:

GO

C“b/\ \@D
\C
)

A pozitiv természetes szamok korében az oszthatosdg és a kisebb egyenléség két
lényegesen kiilonbo6zé rendezési relacié. A kisebb egyenlGség esetén tetszdleges két
elemrdl tudjuk, hogy az egyik kisebb vagy egyenlé a masiknal. Olyan, mintha
lenne egy vonal vagy lanc, ahol az elemek elhelyezkednek.

| | | | |
T T T T T

1 2 3 4 )

Az oszthatosig esetében nem ez a helyzet, példaul 2 és 3 kozott az oszthatdsag
semmilyen irdnyban nem all fenn. Igy érthet6é a kdvetkezo fogalom.

27. Definicié. Ha egy az A halmazon értelmezett o rendezési reldcio esetén
minden a,b € A elemre igaz, hogy apb vagy boa, akkor azt mondjuk, hogy
a reldcio egy teljes rendezés. Ellenkezd esetben parcidlis rendezésrol
beszéliink.

A fenti diagrammal megadott rendezési relacidkra vonatkozd példa egy parcialis
rendezést mutat.

28. Definicié. Legyen ¢ az A halmazon értelmezett reldacié és B C A. A
o|B == oN(Bx B) reldciét a o B halmazra valo leszikitésének nevezziik.

Nem nehéz bebizonyitani, hogy egy ekvivalencia-, vagy rendezési relacié egy hal-
magzra vald lesziikitése is egy ekvivalencia-, vagy rendezési relacié marad. Egy
parcidlis rendezés lesziikitése méar teljes rendezés lehet.

29. Definicié. Legyen o az A halmazon értelmezett rendezési reldcio és
B C A. Ha a g|p reldcio teljes rendezés, o|p-t ldncnak nevezziik.

Lancot alkot a pozitiv szamokon értelmezett oszthatosagi relaciéra nézve a 2 hat-
vanyaibdl all6 halmaz, hiszen ha két szdm 2 hatvanya, akkor a kisebb kitevojl
szam osztja a masik szamot.
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25. Feladat. Déntsiik el, hogy az aldbbi reldciok kézil melyek ekvivalencia-
reldciok és melyek rendezési relaciok. FEkvivalenciarelacio esetén adjuk meg a
reldcio dltal indukdlt osztdlyozdst. Rendezési relicio esetén adjunk meg leg-
alabb egy lancot.

a) o az egész szamokon értelmezett és rpy <= y — x oszthatd 2-vel,
b) o0 az egész szamokon értelmezett és xpy <= x osztja y-t,

c) o egy sik kiéreinek halmazdn értelmezett és xpy <= x és y koncentrikus
korok,

d) o egy sik pontjainak halmazdn értelmezett, O a siknak egy rogzitett pontja,
és PoQ) <= P ésQ ugyanazon az O kezddponti félegyenesen van, tovdbbd
OP < 0Q.

Megoldds:

a) Ekvivalenciareldcié, mert
e minden z,y, z egész szdm esetén x — x = 0 oszthatd 2-vel (reflexiv),
e ha y — z oszthaté 2-vel, akkor x — y = —(y — x) is (szimmetrikus),
e ha y —z és z — y oszthatd 2-vel, akkor z —x = (z —y) + (y — z) is

oszthaté 2-vel (tranzitiv).

Az osztalyozasnak két osztdlya van: a paros és a paratlan egész szamokbdl
4ll6 halmazok.

b) Nem szimmetrikus (2 osztja 4-t, de 4 nem osztja 2-t), sem antiszimmetri-
kus (1 osztja -1-t, és -1 osztja 1-t), ezért nem ekvivalenciarelacié és nem
rendezési relacio.

c¢) Ekvivalenciarelaci6, mert

e minden z,y, z kor esetén = énmagdval koncentrikus (reflexiv),

e ha z és y koncentrikus, akkor forditva is (szimmetrikus),

e ha x és y koncentrikus és y és z koncentrikus, akkor nyilvan x és z is
az (tranzitiv).

Egy osztalyt azok a korok alkotnak, amelyek koncentrikusak egymaéssal.

d) Rendezési relacié, mert

e minden P,(Q, R pont esetén P 6nmagaval ugyanarra a félegyenesre
esik és OP < OP (reflexiv),

e ha Po(@ és QoP, akkor P és () ugyanazon az O kezd6pontu félegye-
nesen van és OP = OQ, ezért P = @ (antiszimmetrikus),

e PoQ és QoR, akkor P, ) és R ugyanazon az O kezd6pontu félegye-
nesen van és OP < OQ < OR, igy PoR (tranzitiv).

Lanc minden O kezd6pontu félegyenes.
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26. Feladat. Hatarozzuk meg az A, B, C' halmazok elemeit, ha eleget tesznek a
kovetkezo feltételeknek!
AUBUC ={a,b,c,d,e},
ANBNC ={d},
A\ C ={a,b},
B\ C = {b,c,e}.
27. Feladat. Venn-diagrammal dbrazoljuk a kézépiskolaban tanult siknégyszogek
kiilénbozé fajtait!
28. Feladat. Adjuk meg az (A\ (BUC))U ((B\ C)N A) halmazt ha
A:={neN:n<T},
B :={n e N:n> 20},
C :={n € N: n péaros}.
29. Feladat. Adjuk meg az (B '\ A) U (C' N B) halmazt ha

A :={n € N: n pératlan},

B := {n € N: n osztéja 24-nek},

C :={n € N: n oszthat6 6-tal},

H:={neN:0<n<25}, ami az alaphalmaz.
30. Feladat. Egy cég eladdja, aki haromfajta cikk eladasaval foglalkozik, igy szé-
mol be napi munkajarél: 40 lehetséges vevovel targyaltam, koziilitk 15 nem vasarolt
semmit, 15 vasarolt az A arucikkbdl, 12 a B arucikkbdl és 10 a C arucikkbdl. Ha-

tan vasaroltak az A-bol és B-bol, egy vevo a B-bdl és a C-bdl, és harman az A-bdl
és a C-bol. Igazat mondott az elad6?

31. Feladat. Egy vallalat 100 dolgozdja koziil angol nyelvvizsgaja van 28 fonek,
német nyelvvizsgaja 30 fének, orosz nyelvvizsgdja 42 fének. Angol és német nyelv-
vizsgaja van 8, angol és orosz nyelvvizsgija 10, német és orosz nyelvvizsgaja 5
fének. Harom dolgozénak mind a harom nyelvbdl van nyelvvizsgija.

a) Hany dolgozénak nincs egy nyelvvizsgdja sem?

b) Héany dolgozénak van csak orosz nyelvvizsgdja?

¢) Hany dolgozénak van csak német és orosz nyelvvizsgija?
32. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen iires halmaz létezik!

33. Feladat. Legyen A = {{0,1},{1}}. Az aldbbi &llitdsok koziil melyik igaz és
melyik hamis?

a) 1eA b) {1} C A c) {0,1} € A
d heA e) DCA f) {0,13cA

Hény eleme van az A halmaznak?

92
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34. Feladat. Legyen B = {1,2} és A = {B}. Az alébbi &llitdsok koziil melyik
igaz és melyik hamis?

a) 1eA b) {1} C A c) 1eB
d BeA e) BCA f) {1,2}eA

Hény eleme van az A és a B halmaznak?

35. Feladat. Legyen A :=] — 00, 1], B :=] — 2,00[ és C := [—1,5]. Adjuk meg a
kovetkez6 halmazokat!

a) AUB b) ANB c) ANB d A\B

e) AUC f) AuC g) A\C h) B\C

36. Feladat. Dontsiik el és igazoljuk, hogy az alabbi allitasok kozil melyik igaz
és melyik nem tetszoleges A és B halmaz esetén!

a) ANBC A,

b) AnNBC AU B,

c) ANBC A\ B,

d) AnNBC A\ (A\ B).

37. Feladat. Dontsiik el és igazoljuk, hogy az alabbi allitasok koziil melyik igaz
és melyik nem tetszoleges A, B és C halmaz esetén!

a) ANBNC C A\ (B\C),
b) A\ (BUC)CC,

¢) (AUB)\C C AN B,
d) AnNBNC CAUBNC.

38. Feladat. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket!

a) (A\ B)UB,
b) (AUB)\ B,
¢) (AUB)N(AUC)N A,
ANBUCUB,
(A\NBUA\C)\ 4,

(AUB)N(AUC)NBUC,

)
)
)
d) A
e)
f)
g) AUAUCU(A\B),
) B

L) BUBUCU (A\B).
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39. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

a) C\(AUB)=ANBNC,

b) (ANB)\C = (A\C)N(B\C),

¢) AN(B\C)=Bn(A\C),

d) (A\B)\C=A\(BUC),

) (A\B)UC = ((AUC)\ B)U(BNO),
)

f) (ANB)U(C\ D)= (((AUC)\(D\A)\(B\C)\ (BND),

g) A\ (AN (B\(B\(C)))=AnBNC,
h) (A\NC)\(B\C) = (A\ B)\ C,
i) (A\B)U(B\A) =(AUB)\ (AN B),

) (AUBNC)\ A= ((AUB)NC)\ A.

40. Feladat. Definidljuk az A és B halmaz A A B szimmetrikus kiilonbségét

a kovetkezbképpen:
AAB:=(AUB)\ (ANB).

Igazoljuk, hogy

a) AAB=DBAA,

ANA=0Dés AND=A,
d) AN(BAC)=(ANB)A(ANCQC),

)
b) (AAB)AC =AA(BAC),
c)
)
e) A=B « AAB=0.

41. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

a) (AnC)u(BnD)C (AUuB)N(CND),
) (BNC)\(B\A) < (A\0),
c) ANCC(A\B)U(B\C),
d) (AUuB)\ (CuD)C (A\C)U(B\D).

b

Adjon példakat olyan halmazokra, amikor a fenti egyenléségek nem allnak fenn!

42. Feladat. Kovetkezik-e az A\ B = C egyenldségbédl, hogy A = BUC? Vélaszat
indokolja/!

43. Feladat. Legyen A :=[1,4] és B :=[—1,5]. Adja meg az (A x R)N (R x B)
halmazt!
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44. Feladat. Legyen A :={0,1,2}, B := {-1,0,1,3} és C :={1,2,3}. Hataroz-
zuk meg a kiévetkezd halmazokat!

a) (Ax B)n(C x B),

b) (ANB)x (ANC),

c) (A\ B) x (C\ B).

45. Feladat. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban keresett halmazokat, ha
A:=]—1,4], B:=[1,5] és C := [0, 00].

46. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

a) AXBCCOxD < AC(Cé BCD,
b) (ANB)xC=(AxC)n(Bx0(O),
c) (ANB)\C=(AxC)\(Bx0O).

47. Feladat. Legyen A = {-3, -2, —1, 0, 5} és B ={-2, —1, 1, 2, 3}. Hatdroz-
zuk meg az alabbi A, B halmazparon értelmezett relaciok értelmezési tartomanyat,
értékkészletét és inverzét! Dontsiik el, melyek fiiggvények és melyek invertalhato
figgvények!

a) apb akkor és csak akkor, ha a 4+ b paros szdm,
b) agb akkor és csak akkor, ha a? + b? primszam,
c) agb akkor és csak akkor, ha a? — b = 2,

d) apb akkor és csak akkor, ha 2a > b.

48. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi A, B halmazpéaron értelmezett relaciok
értelmezési tartomanyat, értékkészletét és inverzét! Dontsiik el, melyek fliggvények
és melyek invertalhato fliggvények!

a) A=N, B=N és apb < a osztja b-t,
b) A=R,B=Résagb <= a>+b=1,
c) A=[0,9, B=Résagh < b*=a,
d) A=Z,B=Zés apb < a<hb.

49. Feladat. Legyen A := {1, 2, 3, 4, 5}, valamint ¢ és 0 az A halmazon értel-
mezett relacié ugy, hogy
0= {(172)a (173)7 (2a )
o:={(1,4), (1,5), (2,4)

NG
—
o »w
w Ot
SN—
—
“C;J:lk
(G2 SNV
S~—
—— =~

Adjuk meg a 071 0 02, 03 0 0 és p? N p relacié elemeit!
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50. Feladat. Legyen A = {1, 2, 3, 4, 5}, valamint g és o az A halmazon értelme-
zett relacié ugy, hogy

0= {(17 1)7 (27 1)7 (2
3

15); (4,3), (4,5)}
o={(1,3), (2,2), (3,5), (4,3

) (

Lo o relaci6 elemeit!

Adjuk meg a ¢?, poo és o~

51. Feladat. Adja meg a legh6vebb halmazt, ahol a kévetkez6 fliggvények értel-
mezhetok!

1
VIO e
1=
b) f@) = 1
1 n 1
o) f(a) = L E—TE.
l—z 1+

52. Feladat. Adjuk meg az alabbi fiiggvények egy olyan lesziikitését, hogy mar
invertalhaték legyenek!

a) f:{—6, -3, —1,2,4} = {2, 1,0, 3}, f(z) =3,
b) f: R— R, f(z) =sinz,
c) f:R—=R, f(z) =2>+22 3.

53. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi fiiggvények koziil melyek invertalhatok
és adjuk meg az inverzeket!

_23:—1
42’

b) f:R—=R, f(z) =Va?+1,
c) f:R—=R, f(x)=23+1,

a) f: R\{-2} = R, f(z)

d) f:]—00,5 = R, f(z) = (v —5)? + 3.
54. Feladat. Legyen A = {—2, 0, 3}, B =] —1,1] és C' = [3, 00, tovabba
f:R—=R, f(z) =2%—1.
Hatérozzuk meg a halmazok fliggvény szerinti képét és Osképét!
55. Feladat. Legyen A = {-3, 1, 2}, B =] — 2,1] és C' =] — 00, 2], tovabba
f:R—=R, flzx)=|z+ 1]+ 1.

Hatérozzuk meg a halmazok fliggvény szerinti képét és Osképét!
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56. Feladat. Legyen A = {—1, 1, 2}, B =] — 1,1] és C =]1, 00|, tovabba

f:RA{0} =R,  f(z)=—.

Hatérozzuk meg a halmazok fliggvény szerinti képét és Osképét!

57. Feladat. Legyen A = {—1, 0, 4}, B = [2,1] és C =] — o0, 1], tovabba
iR —>R, f(z) =2%.

Hatarozzuk meg a halmazok fliggvény szerinti képét és Osképét!

58. Feladat. Legyen A = {1, 3, 9}, B =0, 1] és C' =]0, 0], tovabba

f:1]0,00[— R, f(z) =logzx + 1.

Hatérozzuk meg a halmazok fliggvény szerinti képét és Osképét!

59. Feladat. Legyen A = {—1, 1, 8}, B =] —1,1[ és C' =] — 1, 00[, tovabba
[R—=R, f(x) =23

Hatarozzuk meg a halmazok fliggvény szerinti képét és Osképét!

60. Feladat. Legyen A = {0, §, 7}, B =] — %, %[ és C' =|m, oo[, tovabba

f:R—R, f(xz) =sinzx.
Hatérozzuk meg a halmazok fliggvény szerinti képét és Osképét!

61. Feladat. Legyen f: X — Y adott fiiggvény, A, B C Y. Bizonyitsuk be, hogy

a) f(A\B) 2 f(A)\ f(B),
b) fTHANB) = fTHA)\ fH(B).

62. Feladat. Legyen f: X — Y egy fliiggvény. Igazoljuk, hogy f invertalhatd
akkor és csak akkor, ha minden A, B C X halmaz esetén

f(ANB) = f(A) N f(B).

63. Feladat. Legyen f: X — Y egy fiiggvény. Igazoljuk, hogy f invertalhatd
akkor és csak akkor, ha minden A, B C X halmaz esetén

f(A\ B) = f(A)\ [(B).
64. Feladat. Legyen f: X — Y adott fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy
a) folx=fésIyof=Ff,
b) ha f invertalhat6, akkor f~!o f = Iy,

c) ha f invertalhatd, akkor fo f~1 = IR, .
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65. Feladat. Hatdrozzuk meg az f o g Gsszetett fliggvényt az aldbbi fiiggvények
esetében:

a) fr]—00,1] =R, f(x)=V1I-zésg: R =R, g(a) = —a?
b) f:[0,00] = R, f(z) =z ésg: R =R, g(z) =2

c) f:]—00,3] =R, f(z) =v1T=2xés g:10,00] = R, g(x) = 3,
d) [:R\{2} =R, f(x) =569 R—>R, glx) =2 +1,
e) f:]l,00[= R, f(z)=2?+22ésg: R = R, g(z) =37,

f) £:]0,00[—= R, f(z)=1logyz és g: R = R, g(z) =3,

g) f:]-% 2= R, f(z)=cosz és g: R > R, g(a) =,

h) f:]—%,oo[—>R, f(:c):\/a:—l—%ésg:R%R, g(z) = sinz.

66. Feladat. Hatarozzuk meg a go f Osszetett fliggvényt az el6z6 feladatban 1évé
fliggvények esetében!

67. Feladat. Hatarozzuk meg az f o g o h Osszetett fiiggvényt ha
f:R—=R, f(x) =22 g:]0,00[— R, g(x) =logsz és h: R — R, h(z) =sinz.

68. Feladat. A 9. Tétel alapjan hatarozzuk meg az fog Osszetett fliggvény inverzét
az alabbi fiiggvények esetében:

) fi[l,oo[= R, f(z) =+vz—16ésg:[0,00[— R, g(z) =z +1,
b) f:[0,00[= R, f(z) =V ésg: R\{-1} = R, g(z) = 77,
) )

f:[0,00[= R, f(z)=2%ésg: R = R, g(z) = 27,

a

c
d) f: R\ {0} =R, f(z)= x—lg ésg: R — R, g(z) =23
69. Feladat. Sorolja fel az A = {a, b, ¢} hatvinyhalmazdnak elemeit!

70. Feladat. Adjuk meg a kévetkez6 halmazrendszerek uniéjat és metszetét!
a) A= {[yza]: z €1, 000},

b) A:= H—;O} T T E]l,oo[},

c) A:={A\ {z}: z € B}.
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71. Feladat. Legyen {A,: v € I'} egy halmazrendszer és B egy adott halmaz.
Bizonyitsuk be, hogy

a) B\ U Ay = ) B\ A,,
vyel vyel

b) B\ N A,= U B\ A,
~yel' ~yel

72. Feladat. Legyen {A,: v € I'} és {Bs: 6 € A} két halmazrendszer. Bizonyit-
suk be, hogy

a) (U&)ﬂ(U BcS): U (AvﬂBé)v
yerl 0EA (7,0)erxA

b) (ﬂ A'y)U(ﬂ B&) = ﬂ (A,YUBg).

yerl 0EA (7,0)er'xA

73. Feladat. Altalanositsuk és bizonyitsuk be az 5. és a 6. Tételeket halmazrend-
szer esetére is!

74. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi relacidk koziil melyek ekvivalenciarelaciok
és melyek rendezési relacidk. Ekvivalenciarelacié esetén adjuk meg a relacio altal
indukalt osztalyozast. Rendezési relacio esetén adjunk meg legalabb egy lancot.

a) o egy adott halmaz hatvinyhalmazan értelmezett és ApB <— A C B,
b) o az egész szamokon értelmezett és zoy <~ |z| = |y|,

c) o egy sik koreinek halmazan értelmezett és zpy <= x és y koncentrikus korok,
tovabba x sugara kisebb vagy egyenl6 mint y sugara,

d) o egy sik egyenesei halmazdn értelmezett és epf <= e és f egyenesnek van
legalabb egy kozos pontja.

75. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy két ekvivalenciarelacié metszete is ekvivalen-
ciarelacio!
76. Feladat. Legyen p az A halmazon értelmezett reldcié. Bizonyitsuk be, hogy

oUo ! és pN o' szimmetrikus relaciok!

77. Feladat. Legyen p az A halmazon értelmezett relacié. Bizonyitsuk be, hogy
ha ¢ reflexiv és tranzitiv, akkor po 9 = o ! Igaz-e a megforditds?
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