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1. Bevezetés 3

1. Bevezetés

Nincs olyan halmaz, amely olyan fontossaggal birna, mint a valés szamok halmaza.
A valés szamokat 1épten-nyomon alkalmazza a természettudomény, de a minden-
napi életben is elengedhetetlen a hasznalatuk. A valds szamok halmaza ,,t6bb”,
mint egy halmaz abban az értelemben, hogy elemeivel szamolunk, rendezziik éket,
stb. Valdjaban a valés szamok strukturija, felépitése elég bonyolult, ha logikai
uton szeretnénk korrekt médon definidlni. Fontossaguk miatt alap és kdzépiskolai
tanulmanyainkban lényeges szerepet kapnak, de csak intuitiv médon, a gyakorlati
oldalrodl kozelitve, ami természetesen érthetd is. Rendkiviil fontos a matematikat
miivel6 szakembereknek, hogy tisztan ldssak azokat a kérdéseket, amelyek kozép-
szinten elég ,homalyosak” maradnak. Gondoljunk példaul az irracionalis szamok
bevezetésére, vagy arra, hogy miért van mindig két szam koézott raciondlis szam.

Jelen tananyag arra véllalkozik, hogy a valds szamokat definidlé axidomaktol a
kovetkezményekein 4t oddig vezesse az olvasét, hogy teljes képet kapjon a valds
szamok strukturajardl, és ezt képes legyen alkalmazni a tovabbi tanulmanyaiban.
Ezen feliil az utolsé rész kiegésziti a ,Halmazok, relacidk, fliggvények” cimii tan-
anyagban tanultakat (lasd [10]) a szdmossdggal, a végtelen kett&sségével és az ezzel
kapcsolatos ,,furcsanak” tiiné allitasokkal.

A tananyag fokozatosan épiti fel a valds szamok struktiurajat a kordabbi tanulméa-
nyainkban kialakult intuitiv fogalmak alapjan. El6szor a miiveletekre fektetjiik a
hangsulyt arra gondolva, hogy a valés szamok egyik legfontosabb ismérve az, hogy
tudunk veliikk szdmolni. Ezért a 2. részben olyan algebrai strukturakat vizsgé-
lunk, amelyek ,j6” tulajdonsagokkal bird, két miivelettel rendelkeznek gy, ahogy
a valds szamokndl lattuk. FEzek a struktirdk a testek. Rogton rajoviink, hogy a
testaxidmak nem elegenddek a valds szamok strukturijanak pontos megadasara.

Célunkhoz kozelebb keriiliink azzal, hogy a pozitiv egészeket tanulmanyozzuk. Ki-
deriilt, hogy az olyan testeken, ahol a 0 nem pozitiv egész, mar a racionalis elemei
teljesen ugy viselkednek, mint ahogy t6liikk elvarhato. Az ilyen testeket 0 karakte-
risztikaju testeknek hivjuk és tanulményozasuk a 3. rész célja. Az ilyen testeken
mar alkalmazhaté a teljes indukcié, amivel olyan allitasokat igazolhatunk, melyek
a pozitiv egészekhez kapcsolédnak. Ilyen példaul a hatvanyozas tulajdonsigai vagy
a binomialis tétel. Ezzel a 4. rész foglalkozik.

A valls szdmokat egy szamegyenesen szoktuk dbrézolni, rajuk vonatkozé egyen-
16tlenségeket vizsgalunk, oldunk meg. Ez csak akkor lehetséges, ha a testaxiomak
mellet feltételezziik, hogy van egy teljes rendezés, ami ,ligyesen” Gssze van kap-
csolva a miiveletekkel. Igy eljutunk a rendezett test fogalméhoz, melynek tanulma-
nyozasa az 5. rész célja. Rendezett testek esetén mar az abszolut érték fogalmat is
bevezethetjiik. Ebben a részben az egyenlGtlenségek dltalanos tulajdonsagait vizs-
galjuk, de nem oldunk meg konkrét egyenlétlenségeket. Ezt egy kés6bbi tananyag
témaja.

Végiil a 6. részben Osszeall a teljes kép a valés szamok strukturajat illetéen. Ide
olyan fogalmak keriilnek, mint a halmazok fels6 hatdra, az irracionalis szamok
és az n-edik gyok, illetve olyan allitasokat igazolunk, amelyeket az analizisben
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gyakran alkalmazunk bizonyitasokban. Ilyen a Cantor-féle metszet-tétel, vagy az
az allitds, hogy a raciondlis szdmok siirlin helyezkednek el a szdmegyenesen. Az
utolsé részben betekintést kapunk Cantor munkassidgaba, amellyel a halmazelmélet
fejlodésnek indult, és mara a matematikai tudomanyok alapjava valt. Foglalkozunk
a halmazok elemszaméval, az tin. szamossaggal. Képesek lesziink e tekintetben
kiilonbséget tenni végtelen halmazok kozott és azt a kérdést vizsgalni, hogy milyen
szamossaggal rendelkeznek a valds szamok halmazanak kiilénbo6z6 részhalmazai.

A tananyag feldolgozasanak médszere az
1. Halmazok, reldcidk, fiiggvények [10]

cimil tananyagban mar megismert, a matematikdban szokasos négyes tagozodasbol
all: definicié, tétel, bizonyitds, alkalmazas (feladatok). A jobb megértést elésegi-
ti, hogy a definicidkat egyszerii példakkal szemléltetjiik. A definidlt fogalmakra
tételeket mondunk ki és precizen bizonyitjuk ezeket. A tananyag teljes elsaja-
titdsdhoz tobb mintafeladatot oldunk meg, néhanyat dbraval is illusztralunk. Az
utolsé részben feladatokat tliziink ki megoldas nélkiil, melyek a gyakorlati foglalko-
zasok anyagat képezhetik. Megoldasuk el6tt javasoljuk a tananyagban megoldott
feladatok tanulmanyozasat és megértését.


http://bit.ly/toledo-halmazok

2. Testek

Az algebra a matematika olyan tudoményiga, amely halmazokkal és a rajtuk
értelmezett miiveletekkel foglalkozik, in. algebrai struktirdkkal, valamint ezen
kiillonb6zé példaival algebra kurzusokon taldlkozhatunk. Egyik ilyen struktira a
test, ami ezen rész vizsgalati téméaja. A test definiciéja el6tt sziikséges bevezetni
a binér miivelet fogalmat és tulajdonsigait.

1. Definicié. Legyen A eqy nem tires halmaz. Eqy olyan fliggvényt, amely
m: AxX A— A, az A halmazon értelmezett binér miveletnek nevezziik.

Ilyen miivelet a szdmok korében értelmezett Gsszeadas vagy szorzas. A halmazok
korében értelmezett unié és metszet szintén binér mivelet. Az a lényeg, hogy a
miivelet eredménye az adott halmaz eleme legyen. Példdul a sikbeli vektorok koré-
ben az 6sszeadas miivelet, mig a skalaris szorzas nem mitvelet, hiszen az eredménye
szam és nem vektor. A binér sz6 arra utal, hogy a miivelet rendezett parokon ér-
telmezett, két elem , kozott” torténik. Vannak nem binér miiveletek is, de ezekkel
most nem foglalkozunk.

A binér miiveleteket szinte minden esetben célszerli egy jellel ellatni. Ha példaul
az A halmazon értelmezett m miiveletet a ,e” jellel latjuk el, akkor ez azt jelenti,

hogy
aeb:=mla,b) minden a,b € A esetén,

és egyszerlien a ,e” miiveletrél beszéliink. A matematikdban el6fordul, hogy két
miiveletet ugyantgy jeloliink, ha ez nem okoz félreértést. Példaul, ugyaniugy ,,+”
jelet hasznalunk szamok és vektorok Gsszeadasara is.

A kovetkezé altaldnos miiveleti tulajdonsidgokkal mar taldlkoztunk a kozépis-
kolai tanulmanyok soran.

2. Definicié. Jeldlje 0”7 az A halmazon értelmezett binér mdveletet. Ekkor
azt mondjuk, hogy a mivelet

— asszociativ, ha minden a,b,c € A esetén
(aeb)ec=ae(bec),
— kommutativ, ha minden a,b € A esetén

aeb=bea,

— egységelemes, ha van olyan e € A elem, hogy minden a € A esetén

aeec—=ceoeq—a,
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— inverzelemes, ha egységelemes és minden a € A esetén van olyan a™!-
gyel jelolt A-beli elem, amire
alea=aea! =e,
ahol e az egységelem. Ekkor azt mondjuk, hogy a™' az a elem inverz
L eleme a e miwvelet szerint. )

Példaul egy halmaz hatvanyhalmazan értelmezett unié mivelet asszociativ, kom-
mutativ és egységelemes (az tires halmaz az egységelem), de nem inverzelemes.
Azonban a vektorok sszeadésa esetén mar mind a négy tulajdonsag teljesiil. Sok-

szor az egységelemet neutralis elemnek vagy zéruselemnek mondjuk. Az

in-

verz elemet masképpen is jelolhetik. Ez az adott miivelettel all Gsszefiiggésben.
Példaul 6sszeadas esetén zéruselemet mondunk és a —a jelet hasznaljuk az inverz

elem jelolésére.

3. Definicié. Legyen F' egy nem tres halmaz és értelmezziink az F halma-
zon két binér miuveletet. Az eqyiket 0sszeaddsnak nevezzik és a ,,+” jellel, a
mdsikat szorzdasnak és a ,,-” jellel latjuk el. Azt mondjuk, hogy az (F,+,-) al-
gebrai struktura test, ha a miveletek teljesitik a kovetkezd tulajdonsdagokat.

— A két mivelet asszociativ, azaz minden x,y,z € F esetén
@+y)+z=z++2), (z-y)-z=x-(y-2)
— A két mivelet kommutativ, azaz minden x,y € F esetén
rt+y=y-+wx, T-Yy=1y-2x.

— A két mivelet egységelemes, az dsszeadds esetén 0-val (zéruselem), szor-
zds esetén 1-gyel (egységelem) jelljik az eqységelemeket és 0 # 1. Tehdt
minden x € F' esetén

r+0=0+2==x, r-1=1-x=u=.

— Az ésszeadds inverzelemes, az x elem additiv! inverzét —x mddon je-
loljiik. A szorzds viszont csak az F'\ {0} halmazon inverzelemes és az x
elem multiplikativ' inverzét =" médon jeloljiik. Tehdt minden x € F
esetén

z+ (—z) =0, z-x7 =1, haz #0.

— A két miveletet osszekapcsolja a disztributivitds: minden x,y,z € F
esetén,
(x4+y)-z=z-2+y-2.

fadditiv, vagyis az osszeaddssal kapcsolatos
fmultiplikativ, vagyis a szorzéssal kapcsolatos

~
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A -7 miiveleti jelet altaldban el szokas hagyni, ha nem vezet félreértésre, igy = -y
helyett csak az xy jelolést alkalmazzuk.

Rogton az jut az esziinkbe, hogy a test fogalmaban fellépé tulajdonsidgokat, az
un. testaxiémakat, ,magatdl értet6dden” szamolaskor alkalmaztuk az eddigi
tanulményaink soran. Ezek szerint a valés szamok struktiraja test. Igy két fontos
kérdést kell feltenniink magunknak.

o A testaxiomak elegenddek a valds szamok halmazanak meghatarozasara?

e Mi a helyzet a tobbi egyszerii szabdllyal, amelyet szamolaskor alkalmazunk?

Az els6 kérdésre egyszerii a valasz. Nem elegendd! Egyszerii olyan testet megadni,
amelynek csak két eleme van. Mivel egy testnek legalibb két elemének kell
lennie, a 0 és az 1, igy legyen F' := {0, 1}. A kovetkezOképpen, un. miiveleti
tablazatokkal adjuk meg a miveleteket.

+o]1] - [[o]1]

010 000
11 1101

1
0

A téblazatokbdl rogton leolvashatd, hogy a fenti két miivelet kommutativ (a tabla-
zatok szimmetrikusak) és 0 valéban az 6sszeadds zérus-, 1 a szorzas egységeleme. A
tabldzatokbdl a megfelels inverz elemek leolvashatok (=0 =0,—1=1,1"1 =1). A
tobbi tulajdonsig egyszerl helyettesitéssel, a kiilonb6z6 lehetOségek vizsgalataval
torténik, ezt az olvaséra bizzuk.

A kovetkez6 tétel megmutatja, hogyan lehet tovabbi véges testeket ,, gyartani”. Eh-
hez sziikséges ismerni az egész szdmokon értelmezett oszthatdsig tulajdonsigait.
A tételt bizonyitds nélkil fogjuk kozolni, hiszen a téméval algebra kurzusokon fog-
lalkoznak. Valéjaban szamunkra csak a tételbdl levonhaté kdvetkezmény fontos,
mégpedig az, hogy a valés szamok struktiurajanak pontos megadasahoz a testaxi-
omaknal tobb feltételezés sziikséges.

4 N\
1. Tétel. Legyen p egy prim szam, F :={0, 1,..., p— 1}. Tovdbbd legyen

D7 és ,,©7 két, az F halmazon értelmezett mivelet, amelyre

a® b:=a+bmodp a ® b:=ab mod p,

L ahol x mod p jeloli x p-vel vald osztdsanak maradékdt. Ekkor (F,®,®) test. )

A maésodik kérdésre a valasz az, hogy a legtobb szamolassal kapcsolatos szabaly és
tulajdonsag levezethet6 a testaxidomakbol, ezekkel a kdvetkezOkben foglalkozunk.

( 2. Tétel. Egy F' testben csak eqy zéruselem és csak eqy egységelem létezik. )
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Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy két kiillonb6zo6 zéruselem 1étezik,
01 és 05. Mivel 01 zéruselem, igy a definicié szerint 01 + ¢ = x minden =z € F
esetén, igy ha x = 0y azt kapjuk, hogy 01402 = 02. De 05 is zéruselem, igy az
el6z6 gondolatmenetben felcserélhetjiik 01 és 0y szerepét, amibél 0o + 01 = 0y
kovetkezik. Tehat

01 =02 + 01 =01 + 02 = 0Og,

ami ellentmondas. Hasonlbéan bebizonyithatd, hogy egyetlen egységelem léte-
zik. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

3. Tétel. Egy F' test minden elemének csak eqy additiv és a zéruselemen
kivil csak egy multiplikativ inverze van.

Bizonyitdas. Indirekt modon tegyiik fel, hogy egy « € F' elemnek két kiilon-
boz6 additiv inverze létezik, x1 és xo. Az asszociativitas és az inverz elem
definiciéja szerint azt kapjuk:

o =042x2=(x14+2)+22 =21+ (x +22) =21 + 0 = 271,

ami ellentmondés. Hasonléan bebizonyithatd, hogy a zéruselemen kiviil egyet-
len multiplikativ inverz létezik. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az

3

z+ (—x) =0, b x-xl=1 (z#0)

inverz elem fogalmabdl azonnal kovetkezik, hogy a —z elem additiv inverze x és
az ! elem multiplikativ inverze szintén x, azaz minden = € F esetén

(w)=z, & (@ )T=z (z#0).

1. Feladat. Legyen F eqy test. A testaxiomdkbdl igazoljuk, hogy

—(z+y) =(-z)+(-y), é (ay'=zy" (z,y#£0)

minden x,y € F esetén/!

Megoldds: Az asszociativitas és a kommutativitas miatt
(@ +y)+ ((—2) + (-y) = @@+ () + (y + (-)) =0+ 0=0.

Igy (—z) 4 (—y) az az elem, amelyet ha z + y-hoz hozzdadunk 0-4t kapunk,
azaz (—z) + (—y) az z + y elem additiv inverze. A szorzds multiplikativ

/////
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4. Tétel. Egy F test zérusosztomentes vagyis
xzy =10 — x=0wvagy y=20

minden x,y € F' esetén.

Bizonyitds. Legyen x a testnek egy tetszoleges eleme. Ekkor a disztributivi-
tas miatt
0z = (04 0)x = 0z + Oz.

Az el6z6 egyenlet két oldaldhoz adjuk a Ox elem additiv inverzét.
0x + (—0x) = 0x 4 0z + (—0x),
és gy az asszociativitasbdl és az inverz elem fogalméabol kovetkezik, hogy
0 = 0z.

Ezért, ha egy szorzas valamely tényez6je 0, akkor a szorzas eredménye 0.

Forditva, tegyiik fel, hogy x és y a testnek két olyan eleme, amire xy = 0, de
x # 0 és y # 0. Ekkor y-nak van multiplikativ inverze. Az asszociativitdsbol
kovetkezik, hogy

r=az(yy ") = (zy)y ' =0y =0,

ami ellentmondés, hiszen feltételeztiik, hogy = # 0. Ezzel a tétel allitdsat
igazoltuk.

Két tovabbi tin. inverz muveletet is értelmezhetiink.

4. Definicié. Legyen F eqy test. A ,— 7 jellel a kéovetkezoképpen értelme-
ziink egy miuveletet, amelyet kivondsnak nevezink el:

z—y:=z+ (-y) minden x,y € F esetén.

Hasonléan a /7 jellel a kovetkezbképpen értelmeziink egy miveletet, ame-
lyet osztdsnak neveziink el:

x/y = zy ! minden x,y € F, y # 0 esetén.

\_

Gyakran az x/y helyett az % jelolést alkalmazzuk.

Tovabbi tulajdonsagok bizonyithatdok a két 1j miivelet bevezetése utan.
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2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha x egy test eleme, akkor —x = (—1)x.

Megoldas: A disztributivitds miatt
z+(-Dzr=1zx+ (-1x=(1+(-1))z =0z =0,

igy (—1)x az x elem additiv inverze, azaz —z = (—1)z.

3. Feladat. Legyen F' egy test. Bizonyitsuk be, hogy

T u _ zvtuy

7

T
y v yv Y

U TU
v Yv

minden x,y,u,v € F és yv # 0 esetén/

Megoldds: Ha yv # 0, akkor y # 0 és v # 0, hiszen F zérusosztémentes. Igy
a testaxiémak és a tanult tulajdonsagok alapjan

v+ u _ 1 - -1 -
Ty = (zv +uy)(yv) ' = 2oy o Fuyy o =

-1 -1_T U

=xy F+uv S =-—+ —.

y v

Mésrészt

S zytuw™ = zuy ot = (zu) (yo) T = el
y v yv

4. Feladat. Legyen F' egy test. Bizonyitsuk be, hogy

G) -

minden x,y € F és x,y # 0 esetén!

Megoldds: Az el6zé feladat szerint

y Ty Yy —
Do ) =1

x
Yy yr Yy
.Y x R
Ezért = az — elem multiplikativ inverze.
€z Yy
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Az €l6z6 részben belattuk, hogy a testaxidmék nem elegendéek a valds szamok
strukturdjanak meghatarozasara. Felmeriil a kérdés, hogy milyen feltételek kel-
lenek még ahhoz, hogy a valds szamok strukturajat kapjuk. Mivel egy testnek
két fix eleme van, a 0 meg az 1, nem meglepd, hogy a vizsgalatainkat az 1 elem
onmagaval vett véges szami Gsszegeivel kezdjiik. Jol tudjuk, hogy a valds szamok
esetén az ilyen Osszegek a természetes szdmok halmazat adja, amely egy a 0 elemet
nem tartalmazo végtelen halmaz.

~
5. Definicié. Legyen F' eqy test. Az N C F részhalmazt az F-beli pozitiv
egészek halmazdnak nevezzik, ha teljesilnek az aldbbiak:

a) 1N,
b) ne N = n+1eN,

c) ha egy halmaz rendelkezik az elozo két tulajdonsdggal, akkor tartalmazza
az F'-beli pozitiv egészek halmazdt.

\ W,

Mis szavakkal az F-beli pozitiv egészek halmaza a ,legsziikebb” olyan halmaz,
amely rendelkezik az a) és b) tulajdonsdggal, és ez éppen az 1 elem véges sok-
szor Oonmagaval vett Osszegeinek halmaza. Bar a definiciéban megadott fogalom
bonyolultabbnak tiinhet, mint sokszor énmagaval 6sszeadni az 1 elemet, mégis
olyan médszert kindl, melynek alkalmazasa a gyakorlatban nagyon praktikus. A
modszert teljes indukciénak szokas nevezni. Lényege az, hogy ha szeretnénk
bebizonyitani, hogy egy tulajdonsag teljesiil minden F-beli pozitiv egész esetén és
T-vel jeloljiikk az Osszes olyan N-beli elemet, ami a tulajdonsigot kielégiti, akkor
elegend6 bebizonyitani, hogy

e 1 €T (atulajdonsag 1-re igaz),

encT = n+1eT (ha a tulajdonsig n-re igaz, akkor n + 1-re is igaz),

hiszen igy T'= N (a tulajdonsag teljesiil minden N-beli elem esetén).

A kovetkezo feladatban megmutatjuk a teljes indukcié alkalmazasat.

5. Feladat. Legyen F' eqy test és N az F'-beli pozitiv egészek halmaza, illetve
n,m € N. Bizonyitsuk be, hogy n +m € N és nm € N.

Megoldds:

a) Legyen m egy tetszbleges F-beli pozitiv egész és

T:={peN:p+me N}

11
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1e€T, hiszenme N ésigyl+m=m+1€&€N.
Tegyiik fel, hogy n € T, azaz n +m € N. Ekkor

(n+1)+m=(Mn+m)+1€N,

amibdl kovetkezik, hogy n+1 € T.
Ezért T = N.

b) Legyen m egy tetszileges F-beli pozitiv egész és
T:={pe N:pme N}

1eT, hiszen1-m=m € N.
Tegyiik fel, hogy n € T, azaz nm € N. Ekkor

(n+1)m=nm+n € N,

hiszen az el6z6 pont szerint két pozitiv egész Gsszege is pozitiv egész, ami-
bdl kovetkezik, hogy n+1 € T.
Ezért T = N.

Az az elvaras, hogy a pozitiv egészek halmaza végtelen halmaz legyen. Ez a kérdés
ekvivalens azzal, hogy a 0 elem ne legyen pozitiv egész. Tudniillik az N halmaz
akkor és csak akkor véges, ha talalhaté két kiillonbo6z6, az 1 elem énmagaval vett
véges szamu Osszege, mely értéke egyenlo, és igy ha a tobb 1-est tartalmazé 0sszeg-
bél kivonjuk a méasikat, akkor egyrészt véges szamu 1-es Osszegét kapjuk, masrészt
az eredmény 0 hiszen a két szam megegyezik, igy tehat 0 € V.

6. Definicié. FEgy test 0 karakterisztikdju, ha a zéruseleme nem lehet
testbeli pozitiv egész.

A 0 karakterisztikdjua testek esetében a pozitiv egészekhez kapcsolédéd fogalmak
és tulajdonsagok mar a természetes szdmokéhoz hasonlitanak. Elemei jelolésére a
megszokott tizes szamrendszerben felirt alakokat alkalmazhatjuk, azaz

2:=1+1, 3:=1+1+41,  4:=1+1+1+1, sth.

Tovabba, ha az

N™:={-n:neN}
modon értelmezziik a testbeli negativ egészek halmazat, akkor a 0 elem nem
lehet negativ egész, valamint a pozitiv és negativ egészek halmaza diszjunkt hal-
mazok. Valoban ha a testnek van olyan n eleme, amire egyszerre n € N ésn € N~
teljesiil, akkor n € N és —n € N, de ekkor 0 = n+ (—n) € N, ami nem lehetséges,
mert a test karakterisztikdja 0, azaz 0 ¢ N.

Fontos hangsilyozni, hogy az a sz0, hogy pozitiv vagy negativ nem azt jelenti,
hogy nullanal nagyobb vagy kisebb, hiszen még semmiféle rendezés 1étezését nem
tételeztiik fel az I test felett. A pozitiv vagy negativ sz6 rendezett testek esetében
visszanyeri a megszokott értelmezését.



3. 0 karakterisztikaju testek

7. Definicié. Legyen F egy 0 karakterisztikdju test. A
Z:=NU{0}UN~

halmazt az F-beli egészek halmazdanak nevezziik.

6. Feladat. Legyen F' eqy 0 karakterisztikdji test. Igazoljuk, hogy n —m € Z
minden n,m € Z esetén/!

Megoldds: FElészor az n,m € N esettel foglalkozunk. Teljes indukciot fogunk
alkalmazni. Legyen m egy tetsz6leges F-beli pozitiv egész, valamint jeldlje
T:={peN:p—meZ}.

Bizonyitsuk be, hogy 1 € T, vagyis m € N = 1—m € Z. Ez szintén teljes
indukciéval torténik.

Legyen Ty :={qe N: 1 —q € Z}.
1€Ty, hiszenl —1=0¢€ Z.
Tegyiik fel, hogy n € Ty, azaz n € N és 1 —n € Z. Ekkor

l1-(n+1)=-neN CZ

amibol kovetkezik, hogy n+ 1 € 1.
Ezért 71 = N.

Igy1eT.
Tegyiik fel, hogy n € T, azaz n —m € Z. Ekkor n + 1-re:

(n+1)—m=Mn—-m)+1€Z,

hiszen ha n —m € N, vagy n —m = 0, akkor (n —m)+1€ N C Z, és ha
n—m € N, akkor m —n € N, és igy az els6 pont allitdsa szerint

(n—m)+1=1—(m—n) € Z

Ezzel igazoltuk, hogy n+ 1€ T.

Ezért T = N, igy a feladat allitasat igazoltuk n,m € N esetén. A tObbi eset
vizsgélata egyszeriibb.

neNém=0—=—= n—-m=neNCZ.

neNésmeN = —meN,igyn—m=n+(—m)eNC Z.
n=0éme”Z — n—m=-—-mecZ.

neN ésmeN —= m—-neN,igyn—meN_ CZ
neN - ém=0=—= n—m=neN_ CZ.

neN- émeN- = —néeNé —me N ésigy a mar igazolt allitdsunk
miatt n —m = —m — (—n) € Z.

13
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7. Feladat. Legyen F' eqy 0 karakterisztikdaju test. Igazoljuk, hogy nm € Z
minden n,m € Z esetén!

Megoldds: Legyen n,m € Z. Ha n =0 vagy m = 0, akkor nm =0 € Z.
Ha n,m € N, akkor az 5. Feladat szerint nm € N C Z.
Han e N és me N~, akkor —m € N, és igy n(—m) € N. Azonban

ezért nm € N~ C Z. Hasonléan jarunk el, han € N~ ésm € N.
Hane N~ ésme N, akkor —n € N és —m € N, és igy (—n)(—m) € N.
Mivel (—1)(—1) =1 (lasd a 30. Feladatot), igy

nm = (—1)(=1)nm = (=1)n(—1)m = (—n)(—m) € N C Z.

A testbeli egészek halmazan értelmezhetjilk az oszthatésagot. Ha n,m € Z azt
mondjuk, hogy n osztja m-et, vagy m oszthaté n-nel, ha 3k € Z, hogy m = nk.
Ezt n|m médon jeldljiik.

Az oszthatosaggal egyiitt értelmet nyernek olyan fogalmak mint a paros egész
(2-vel oszthaté egész), paratlan egész (2-vel nem oszthaté egész) és a primelem
(olyan pozitiv egész, melynek pontosan két kiilonboz6 pozitiv egész osztdja van).

~
8. Definicid. Legyen F' eqgy 0 karakterisztikdji test. A
Q = {T’GF: dp,q € Z, q # 0, hogyr:];}
L halmazt az F'-beli ractionalis elemek halmazdnak nevezzik. )

8. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikdji test. Igazoljuk, hogy %= € Q
minden r,s € Q) és s # 0 esetén!

Megoldds: Mivel r;s € @) és s # 0, igy léteznek x,y,u,v € Z és y,u,v # 0,
hogy

x , u
r=- és 5= —.
Yy v
A 3. és a 4. Feladat szerint
z -1
T:yzw.m _TY_ W
s ¢y \v you  yu

hiszen a 7. Feladat szerint zv € Z és yu € Z.
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A 3. Feladat allitasabol kovetkezik, hogy @ zart az F-beli miiveletekre nézve és igy
szintén test. Masrészt lényegében egyetlen () halmaz létezik. Ez azt jelenti, hogy
két kiilonbozé 0 karakterisztikaju test estében meg tudjuk feleltetni egyméshoz
a racionalis elemeit ugy, hogy a miiveletek eredménye is a megfeleltetést kovesse.
Ezt a ,szerkezetileg” egyedi () testet raciondalis szamtestnek nevezziik.

A matematikaban két kiillonbo6z6 struktiurat ,egyformanak” tekintiink, ha tgy
tudjuk az elemeit egy az egyben egymashoz megfeleltetni, hogy kiilon-kiilon
elvégezve a miiveleteket, azok eredménye a megfeleltetés szerint azonos marad.
Ez jelen esetben azt jelenti, hogy ha (F,+,-) és (F*,®,®) két 0 karakterisz-
tikdja test, és @, illetve Q* a racionalis elemeinek halmaza, akkor van olyan
v : Q — QF bijektiv leképezés, amelyre

p(r+s)=pr)®e(s) & @(r-s)=e(r)oep(s)
minden 7, s € @) esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy a két struktiura izomorf.

A fenti 4llitas bizonyitasa nem nehéz, de elég hosszadalmas. A ¢ leképezést a
kovetkez6 modon adjuk meg: legyen 0 € @ és 0* € Q* a zéruselemek, illetve
1€Q és 1* € Q az egységelemek, ekkor

) = O*a 90(1) = 1*7
e(n+1)=p(n)®1*, hane N,
) = —p(n), han e N,
) = ¢(n) © (¢(m))~", han,m € Z, m #0.
A bizonyitas tgy torténik, hogy egymaésutan azt igazoljuk, hogy az el6z6 méo-

don értelmezett ¢ leképezés mivelettarté a pozitiv egészek, az egészek és a
racionalis elemek halmazan.



4. Rekurziv moédon értelmezett fogalmak

Az el6z6 részben megmutattuk, hogy teljes indukciéval hogyan igazoljuk a pozitiv
egészekre vonatkozé allitasokat. Erdemes a pozitiv egészekhez kapcsolédd fogal-
makat gy értelmezni, hogy tulajdonsagait is teljes indukciéval tudjuk igazolni.

Legyen F egy 0 karakterisztikaju test. A fogalmaknak olyan megadédsi médjat,
ahol el6szor n = 1-re értelmezziik a fogalmat és ezutan megadjuk hogyan szarmaz-
tatjuk a fogalmat egy tetszoleges n pozitiv egésztol a ,rakovetkezd” n + 1 egészre,
rekurziv médon értelmezett fogalomnak hivjuk. Ilyen példdul a hatvanyozas
fogalma.

9. Definicié. Legyen F' egy 0 karakterisztikdji test valamint x € F. Ekkor
=z és "= pg”,

minden n € N esetén. x™-et az x n-edik hatvdnydnak nevezziik.

A kovetkezo feladatban teljes indukciéval igazoljuk a hatvanyozas egyik tulajdon-
sagat. A hatvanyozas tovabbi tulajdonsidgai a 37. Feladatban taldlhaték meg,
igazolasuk is teljes indukciéval torténik.

9. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikaji test, x € F és n,m € N. Bizo-
nyitsuk be, hogy x"x™ = "™,

Megoldds: Legyen m egy tetszOleges F-beli pozitiv egész és
T:={kec N:zFg™ = zFtm},

1 +1 1+m

1 €T, hiszen z' 2™ =™ =2 ==z .
Tegyiik fel, hogy n € T, azaz z"2™ = 2. Ekkor

mn—&—lwm — pa"™ = pptm — l,n—l—m—&-l _ x(n—&—l)-ﬁ-m
amibdl kovetkezik, hogy n+1 € T.
Ezért T'= N.

A hatvanyozast testbeli egészekre is kiterjeszthetjik.

10. Definicié. Legyen F egy 0 karakterisztikdji test, x € F, x # 0 és
n € N. Ekkor

1
A definiciébdl rogton ldthato, hogy ™ = —— minden n testbeli egész esetén.
x

16
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10. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikaji test, x,y € F\{0} ésn,m € Z.
Bizonyitsuk be, hogy

Megoldds: A feladat megoldasdaban feltételezziik, hogy az olvasé teljes induk-
ciéval igazolta a 37. Feladatban szerepl6 pozitiv egészekre vonatkozo hatva-
nyozas tulajdonsigait.

a) g™ = ghtm

e Ha n = 0 vagy m = 0 az egyenl6ség nyilvanvaléan teljesiil, hiszen
20 = 1.

e Ha n,m € N, akkor az egyenléség kiovetkezik a 9. Feladatbdl.

e Han e N és —m € N, akkor harom eset lehetséges

— Han+m € N, akkor n — (—m) € N és igy alkalmazhatjuk
a 37. Feladat a) pontjit az n € N és —m € N elemekre

— Ha —(n +m) € N, akkor az el6z6 esetben frhatunk n helyett
—me-et és m helyett —n-et, hiszen —m € N, —(—n) € N és

—m 4 (—n) € N. Igy azt kapjuk, hogy z~™z~" = z~™m+(=n),
Ebbél
1 1 1 1 1
n+m __ _ _ _ . — MM
z T op—(ntm) T p—mA(—n) T pmmg—n T pen p—m LT
— Ha n+m =0, akkor m = —n és igy
M =" =g — =1 =20 ="t
" ’
e Ha —n € N és —m € N, akkor az el6z6 pont miatt
o L L0 11 i
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:Cm
Rogton megkapjuk az a) pont egyenléségébdl, ha m helyett —m-et frunk.

e Ha n = 0 vagy m = 0 az egyenl6ség nyilvanvaléan teljesiil, hiszen
20 =1.

e Ha n,m € N, akkor az egyenl6ség kovetkezik a 37. Feladat b) pont-
jabol.

e Han € N és —m € N, akkor a masodik (el6z0) eset alkalmazasédval

e Ha —n € N és m € N, akkor a masodik eset és a 37. Feladat d)
pontja alkalmazasaval

= = = =

1\™ 1 1 .
(:Lifn)m z(=n)m p—nm ’

@y = (o5
e Ha —n € N és —m € N, akkor az el6z6 esetben m helyett —m-et

irhatunk, azaz (z")~™ = =" és igy

d) (zy)" = z"y"
e Ha n = 0 az egyenléség nyilvanvaléan teljesiil, hiszen z° = 1.
e Han € N, akkor az egyenldség kovetkezik a 37. Feladat c¢) pontjabol.

e Ha —n € N, akkor az el6z0 eset alkalmazasaval

VSN SEN N BN B
yr = (:Uy)*" T opng—n T pn Yy " =Ty

(-3

1
Rogton megkapjuk a d) pont egyenldségébél, ha y helyett —-ot irunk.
Yy

Adott n € N az {1,...,n} halmazt a kévetkezé médon értelmezziik.

11. Definicid. Legyen F' eqy 0 karakterisztikdju test. Ekkor
{1,...,1} = {1} és {1,...,n+1}:={1,...,n}U{n+ 1},

minden n € N esetén.
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11. Feladat. Legyen F' eqy 0 karakterisztikaji test és n € N. Bizonyitsuk be,
hogy ha m € {1,...,n}, akkorn+1—m € N.

Megoldds: Legyen
T:={keN:me{l,....k} = k+1—-—meN}

leT, hiszenme{l,...,1} ={1} = m=1,ésigy1+1—-1=1€N.
Tegyiik fel, hogy n € T, azaz
me{l,...,n} = n+1l-—meN.

Legyen
me{l,...,n+1} ={1,...,n}U{n+ 1},

igyme{l,...,n} vagy m=n-+1. Ham € {1,...,n}, akkor
m+1)+1—m=(mn+1—m)+1€N,
hiszen n+1—m € N. Ha m = n + 1, akkor
(m+D)+1-m=n+l+1—(n+1)=1€N.

Ebbdl kovetkezik, hogy n+1 € T. Ezért T = N.

A tovébbiakban az ay,...,a, € F vagy mésképpen a; € F (i = 1,...,n) jelolést
fogjuk alkalmazni, ami formalisan azt jelenti, hogy vesziink n darab F-beli elemet.
Teljes precizitdssal, minden n pozitiv egész esetén az a,...,a, € F jelolést ugy
értelmezziik, mint egy a: {1,...,n} — F figgvény. Ekkor a; := a(i7) € F minden
i€ {l,...,n} esetén.

Az el6z6 jelolést tovabbgondolva eljutunk a sorozat fogalmahoz. Jelen tananyag-
ban nem foglalkozunk a sorozatok részletes targyaldsaval.

12. Definicié. Egy a: N — F filigguényt F-beli sorozatnak nevezink.
Tovdbbd az ay, := a(n) € F jelolést alkalmazzuk minden n € N esetén, és
az (ay) sorozatrdl beszélink.

A kovetkezOben egy fontos szimbdélumot fogunk bevezetni.

4 )
13. Definicié. Legyen F' eqy 0 karakterisztikdju test. Ekkor

n+1 n

1
Zak = aq, Zak = an+1+zaka
k=1 k=1 k=1

mindenn € N és aq,...,a, € F esetén.
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n
A Zak szimbolumot gy olvassuk, hogy szumma k egyenld 1-t6l n-ig és
k=1
formalisan az aj + - - - + a,, 6sszeget jelenti. Vele a hosszt 6sszegeket rovidithetjiik,
példaul
11 1 1 1 1 1

1 — —
+2+3+4+5+6+7+8+ + 5 Z

Természetesen a k index helyett barmilyen mas bet{it is hasznalhatunk.

4 \
5. Tétel. Legyen F' egy 0 karakterisztikaji test, a € F ésn,m € N ,tovabba

ay,...,an € F ésby,..., by, € F. Ekkor

n n

a) Zak+2bk—2ak+bk), ha n=m,
k=1

n

n
b) aZak = Zaak,
k=1 k=1

) (anak) (i@-) :;gakbj.

Bizonyitdas. Az allitdsokat teljes indukciéval igazoljuk.

a) Az egyenldség n = 1-re igaz, hiszen ekkor mindkét oldal aq +bi-gyel egyen-
16. Tegyiik fel most, hogy n € N-re igaz az egyenloség

Zak+Zbk—Z (ar + bg).
k=1

Ekkor n + 1-re:

n+1 n+1 n
Zak+ Zbk = (an_H +Zak> + (bn+1 + Zbk> =
k=1
n n+1
= (ant1 + bny1) + Z ar + by) = Z(ak + by).
k=1 k=1

Igy az allitas teljesiil n + 1-re is, tehat minden n € N-re igaz.

b) Az egyenl6ség n = 1-re igaz, hiszen ekkor mindkét oldal aa;-gyel egyenlé.
Tegytiik fel most, hogy n € N-re igaz az egyenldség

n n
a Z ap = Z aay.
k=1 k=1
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Ekkor n + 1-re:
n+1 n
aZak :a<an+1+zak> =
k=1 k=1

n
= AGp+1 —{—aZak =
k=1
n+1

n
= atp4+1 + Z aqp = Z aay.
k=1 k=1

Igy az allitas teljesil n + 1-re is, tehdt minden n € N-re igaz.

c) Legyen m egy tetsz6leges F-beli elem. Az egyenl6ség n = 1-re igaz, hiszen
ekkor azt kapjuk, hogy

m m
aj Z bj = Z (Ilbj,
j=1 j=1

ami az el6z6 pont miatt igaz. Tegyiik fel most, hogy n € N-re igaz az
egyenlOség

(Z ak> (Z bj) = Z Zakbj.
k=1 j=1 k=1j=1
Ekkor n + 1-re:

n+1 m n m
() (5) = (e ) (320 -
k=1 J=1 k=1 j=1
= Qn+1 Zb] + <Z CLk) <2b3> =
j=0 k=1 J=1
= Zan+1bj + Z Z akby =
j=1 k=1j=1
n+l m
= Zakbj
k=1j=1

fgy az allitas teljesiil n + 1-re is, tehat minden n € N-re igaz

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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A szummak altalanosithatok testbeli egészekre is. Legyen p,q € Z és q—p+1 € N.
Az el6zéekhez hasonléan az ap,...,a, € F jelolést ugy értelmezziik, mint egy
a: {1,...,q —p+ 1} — F fiiggvényt, ahol a;1p—1 = a(i) € F teljesiil minden
ie{l,...,q—p+1} esetén. Ekkor

q+1 q

P
Zak = Qp, Zak = aq+1—|—2ak,
k=p k=p k=p

minden ¢ —p+1€ N ésap,...,a, € F esetén. Az elézo tétel dllitdsai igazak, ha a
szummakat testbeli egészeken értelmezziik. Fontos megjegyezni, hogy ha p,q € Z,
de a g —p+1 € N feltétel nem teljesiil, akkor ¢ nem kaphaté meg a p elembdl
véges sok 1 Gsszeadasaval, valamint p # ¢. Ekkor ,iires” szummardl beszéliink,
amely megéllapodés szerint 0-val egyenld.

A szummakhoz hasonldéan értelmezhetjiik a produktumot is. Annyi a kilonbség,
hogy 0sszeadas helyett szorzast alkalmazunk.

14. Definicié. Legyen F' eqy 0 karakterisztikdju test. Ekkor A
1 n+1 n
Hak =ay, Hak ‘= Qn+1 Hak’
k=1 k=1 k=1
mindenn € N és aq,...,a, € F' esetén. )

n

A H ar szimbdélumot gy olvassuk, hogy produktum k egyenld 1-t6]l n-ig.
k=1

A produktumot a szummahoz hasonléan értelmezhetjiik egész indexekre is, sét

kaphatunk iires produktumokat is, amelyek megéllapodés szerint 1-gyel egyenloek.

Egy masik fontos rekurziv médon értelmezett fogalom a faktoridlis.

15. Definicié. Legyen F' egy 0 karakterisztikaji test, n € N. Ekkor
o:=1, 1l:=1 és (m+D!=nl-(n+1).

nl-t az n elem faktoridlisdnak nevezzik.

Egy n pozitiv egész faktoridlisat produktum segitségével is megadhato:

c s 2
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)
16. Definicié. Legyen F' egy 0 karakterisztikaji test, n € N, illetve
ke {0}U{l,...,n—1}. Ekkor
0 1 ) n n!
= és =
0 k (n—k)!- k!
L Az gy értelmezett elemet binomidlis egyiitthatonak nevezzik. )

Az (" szimbolumot Ugy olvassuk, hogy n alatt a k. Egyszerii szamitasokkal

k
igazolhatok a kovetkez6 azonossigok.

{1,...,n—1}. Ekkor

(- ()
)6
)+ 6)-64)

d) (Z) eqy testbeli pozitiv elem.

a)

.

\
6. Tétel. Legyen F egy 0 karakterisztikdju test, n € N és k € {0} U

Bizonyitds. Az a) és b) pont nagyon egyszerii szamitasok eredménye, igazo-
lasukat az olvaséra bizzuk. A c) pont esetén

n n n! n!
(k—1>+<k> e e

n!-k n!

Tkt D) =Rk Rk

_onl-k4nl-(n—k+1)
C(n—k+1)-(n—k)!- K

~oonl-(n4+1)  [(n+1
S n+1-K)E O\ k)

A d) pontban szereplé allitas teljes indukciéval igazolhaté a c¢) pontban sze-
replé azonossag segitségével.
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Kozépiskolaban tanultuk két tag négyzetre és kobre emelésének szabalyat. Neve-

zetesen

(a+b)? = a® + 2ab + b és (a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°.

A kovetkezo6 tétel altalanositja az el6zé szabdlyokat tetszéleges pozitiv egész hat-

vany esetén.

-
7. Tétel (Binomidlis tétel). Legyen F egy 0 karakterisztikaji test, a,b € F,

a,b#0 ésn e N. Ekkor

(a+b)" = i (Z) a™Fbk.

k=0

\_

~N

Bizonyitds. A bizonyitas teljes indukciéval torténik. Az egyenlGség n = 1-re
igaz, hiszen ekkor mindkét oldal a + b-vel egyenls. Tegyiik fel most, hogy
n € N-re igaz az egyenlGség

(a+b)" = z": (Z) aFuF.

k=0

Ekkor n + 1-re

(@t = (@) <Z> "k =
k=0

Zn: <Z> QR i <Z> v Rpktl —

E) [0 ()7 oo (-

n+1 a4 (A1 gk, (P 1
b pntl =

1
s <n+1> grHkpk

k=0

Igy az allitas teljesiil n + 1-re is, tehat minden n € N-re igaz. Ezzel a tétel
allitasat igazoltuk.



5. Rendezett testek

A valés szamok korében egyenlétlenségeket szokas vizsgalni, magat a szdmokat
egy szamegyenesen abrazoljuk, és ez csak a valdés szamokon értelmezett teljes
rendezés szerint torténhet. A teljes rendezés egy olyan rendezési relacié (reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv reldcié), amelyre minden a és b elem esetén igaz,
hogy a reldciéban van b-vel vagy b relaciéban van a-val (lasd a ,Halmazok, relaciok,
fiiggvények” cimii tananyag ekvivalencia- és rendezési relaciokrél szolé részét).

A testaxiémak mellet ezentul feltételezziik, hogy az F testen van egy teljes rende-
zés. S6t, bizonyos kapcsolat van a rendezés és a miiveletek kozott.

~
17. Definicié. Egy F testet rendezett testnek nevezzik, ha létezik egy
az F-n értelmezett ,<” teljes rendezés, amelyre teljestilnek a kovetkezok:
tetszoleges x,y € F esetén

i) x <y = xz+z<y+z minden z € F esetén,

i) 0<zx és0<y = 0<uxy.

L A fenti dllitasokat rendezési axiomdknak nevezziik. )

Rendezett testet alkot a ) racionalis szdmtest, ha Ggy értelmezziik a ,,<” rendezést,
hogy

<y <= y—ux felirhat6 két pozitiv egész hanyadosaként

(ami valdjaban azt jelenti, hogy y — x pozitiv, de ezt a fogalmat majd késébb értel-
mezziik). Ezért a valés szamok struktirajanak megadasidhoz a rendezési axiémak
nem elegendéek, hiszen az el6z6 rendezéssel ) egy rendezett test, de nem minden
valés szam raciondlis.

Az x < y éllitdst egyenl6tlenségnek nevezziik és gy olvassuk, hogy x kisebb
vagy egyenlé mint y. A forditott z > y jelolés ugyanazt jelenti, mint az y < z
és ugy olvassuk, hogy  nagyobb vagy egyenl6 mint y. Tovabbd az x < y vagy
y > x modon jeloljik azt az esetet, amikor x < y, de z # y. Ezt pedig szigora
egyenl6tlenségnek nevezziik.

A rendezés harom diszjunkt részre oszt egy rendezett testet. Ezek az
Fti={zeF:z>0}

pozitiv elemekbdl,
F~:={zreF:x<0}

negativ elemekbdl, és a zéruselembdl allé6 halmazok.

A kovetkezo tétel az egyenlétlenségek néhdny fontos tulajdonsdgit mutatja.
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4 N
8. Tétel. Legyen F egy rendezett test és x,y,u,v € F. Ekkor

o) r<yésu<v = z+u<y+o,
b) <y és0<u = zu<yu,

c) 0<zx<yés0<u<v = zu<yv,

d 0 = 22>0.
\)x# * J

Bizonyitds.

a) Az i) rendezési axiéoma szerint z +u < y+u ésu+y < v+y, igy a
tranzitivitasbél kovetkezik az igazolandé allitas.

b) Az i) rendezési axiéma szerint az = < y minkét oldaldhoz hozzdadhatunk
—x-et, és igy * — x < y — x, amibdl kévetkezik, hogy 0 < y — z. Mivel
0 < wu, igy az ii) rendezési axiéma szerint

0<(y—x)u, azaz 0 <yu — zu,

amibdl az igazolandd allitds kovetkezik, ha hozzaadunk zu-t az el6zo
egyenlotlenség minkét oldalahoz.

c¢) Az eléz6 pont alapjan zu < yu és uy < vy, igy a tranzitivitdsbdl kovetkezik
az igazolandé allités.

d) Mivel a ,,<” rendezési relaci6 teljes, igy x < 0 vagy x > 0. Az els6 esetben
minkét oldaldhoz hozzdadhatunk —z-et, és igy x — x < —z, amibdl

0< —x, azaz 0 < (—z)(—z) =22

A maésodik esetben

0Lz, azaz ng-x:xQ.

Ezért minden x € F esetén 22 > 0. Azonban F zérusosztémentes, azaz
x? = z-x csak akkor lehet nulla, ha z = 0, amibél kovetkezik az igazolandé

allitas.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az eléz6 tétel d) pontjabdl kovetkezik, hogy 1 > 0, hiszen 1 = 12 > 0. Ebbdl
igazolhato, hogy minden pozitiv egész egyben pozitiv elem is. Ennek preciz iga-
zolasat a kovetkezo tétel bizonyitdsdban taldljuk, amely kimondja, hogy minden
rendezett test 0 karakterisztikdju. Ezért minden rendezett test tartalmazza a ra-
cionalis szamtestet és az el6z6 részben tanult rekurziv fogalmak is értelmezhetok.
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( 9. Tétel. Minden rendezett test 0 karakterisztikdju test. )

Bizonyitdas. Legyen F' egy rendezett test. El6szor igazolni fogjuk, hogy
minden F-beli pozitiv egész egyben pozitiv elem is, vagyis n € N —
n > 0. A bizonyités teljes indukciéval torténik. Legyen T := {p € N: p > 0}.
1 €T, hiszen 1 =12 > 0.

Tegyiik fel, hogy n € T, azaz n > 0. Ha hozzdadunk 1-t minkét oldaldhoz azt
kapjuk, hogy n 4+ 1 > 1 > 0, amibdl kovetkezik, hogy n+1 € T

Ezért T = N.

Ezzel igazoltuk, hogy minden F-beli pozitiv egész pozitiv elem is, de mivel 0
nem lehet pozitiv elem, igy 0 nem lehet pozitiv egész sem, ami pontosan azt
jelenti, hogy F' egy 0 karakterisztikaju test. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Felmeriil a kérdés, hogy minden test rendezheté-e és ezt tobbféle médon lehet-
e megtenni. Habar ez egy alapvetOen algebrai kérdés, megprébalkozunk a
teljesség igénye nélkiil valaszolni a kérdésre. Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy
ilyen testnek 0 karakterisztikajinak kell lennie. Masrészt igazolhatd, hogy egy
F' test akkor és csak akkor tehetd rendezett testté, ha a —1 nem allithaté el6
testbeli elemek négyzeteinek Gsszegeként. Ez utdbbi allitast Artin-Schreier-
tételként ismerjiikk. Masrészt vannak olyan testek, melyek tébbféle modon
rendezhetoek, de a raciondlis szamtestet csak egyféleképpen lehet rendezni.
Rendezett testekrél [1]-ben tobbet olvastatunk.

12. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és x,y € F. Igazoljuk, hogy

zy >0 — x>0¢ésy>0, wvagy =<0 ésy<O0.

Megoldds: Mivel F' zérusosztomentes, igy « # 0 és y # 0. Ezért csak a
kovetkez6 négy eset lehetséges.

e Ha x > 0 és y > 0, akkor a rendezési axiomak szerint zy > 0.

e Ha z > 0 és y < 0, akkor —y > 0 és igy a rendezési axiémak szerint
z(—y) > 0. Mivel z(—y) = z(-1)y = (=1)zy = —wy, igy —zy > 0,
azaz xy < 0.

e Ha x < 0 és y > 0, akkor az el6z6 ponthoz hasonléan igazolhatd, hogy
zy < 0.

e Haz < 0ésy <0, akkor —z > 0és —y > 0. Ekkor a rendezési axiomak
szerint (—)(—y) > 0. Mivel (~)(—y) = (~L)a(~1)y = (~1)%zy = ay,
igy xy > 0.

Az eléz6 feladat allitasaboél kovetkezik, hogy o > 0 akkor és csak akkor, ha z=1 > 0,
hiszen z -z~ =1 > 0.
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Rendezett testek esetében az egyenlotlenség alkalmazéséaval tobb allitas kimondésa
leegyszertisodik. Példdul a 11. Feladatban szereplo allitast gy fogalmazhatjuk at,
hogy ha n,m € N és m < n, akkor n — m € N. Teljes indukciéval egyszeriien
igazolhatd, hogy

{1,...;n}={ie N:1<i<n}.

Ezentul az i € {1,...,n} helyett az i = 1,...,n jelolést alkalmazzuk. Tovdbb4 az
x; < a1 (1 =1,...,n— 1) egyenlStlenségeket egyszertien 1 < --- < x,, mdédon
jelolhetjiik (szigoru egyenl6tlenségek esetén x; < --- < x,, irhatunk).

13. Feladat. Legyen F egy rendezett test, x,y € F valamintn € N. Igazoljuk,
hogy ha 0 < x <y, akkor 0 < 2™ < y".

Megoldds: A bizonyitas teljes indukciéval torténik. Legyen
T:={peN:0<zx<y = 0<2z”<y” minden z,y € F esetén.}

Nyilvanvaléan 1 € T.

Tegyiik fel, hogy n € T, azaz ha 0 < x <y, akkor 0 < z™ < y"™. A rendezési
axiomak és a 8. Tétel szerint az el6z6 két egyenlétlenség Osszeszorzasabol
kovetkezik, hogy 0 < 2"t < y"*! azazn+1€T.

Ezért T'= N.

14. Feladat. Legyen F' egy rendezett test, x,y € F valamintn € N. Igazoljuk,
hogy ha x,y > 0, akkor ha x™ < y", akkor x < y.

Megoldds: Indirekt moédon tegyiik fel, hogy van olyan n € N és x,y > 0
elemek, hogy az z" < y" tulajdonsig mellett y < x teljesiil. Azonban az
el6zo feladat szerint

0<y<uz = y" < a".

Egyszerre ™ < y™ és y™ < x™ csak akkor teljesiilhet, ha 2™ = y”. Mivel
xz,y > 0 ez csak akkor lehetséges, ha © = y (ldsd az 58. Feladatot), ami
ellentmond az y < z feltételnek.

Egy elem abszolut értéke mar értelmezhetd rendezett testek esetén.

4 )
18. Definicid. Legyen F' egy rendezett test és x € F. Ekkor
x hazx>0,
] =
—x haz<O0.
L Az |z| elemet az x elem abszolit értékének nevezziik. 0
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Az abszolut érték a kévetkezd tulajdonsiggal rendelkezik: ha y > 0, akkor
lz] <y — —y <z <y. (*)

Tudniillik ha x > 0, vagyis |x| = z, akkor

[ <y = 0<z<y = —y <z <y,
hiszen x,y > 0. Mdsrészt ha x < 0, vagyis |z| = —z, akkor
Z|<y &= -2<y <<= -—y<z<0 = -—y<a<y,

hiszen z < 0 és y > 0. Az el6bbi (*) tulajdonsagbdl a kovetkezé allitas igazolhato.

4 )
10. Tétel. Legyen F eqy rendezett test. Ekkor
i) |z] >0, és|z] =0 < x =0,
it) |eyl = |zllyl,
. iii) |z +y| < |z|+ |y|, minden x,y € F esetén. )

Bizonyitds.
i) z>0 = |z| ==, igy |z| > 0.
<0 = |z|=—-xés —x >0, igy |z| > 0.
Az allitas masodik része azonnal kovetkezik az abszolut érték definicié-
jabol.
ii) Négy esetet kiilonboztetiink meg:

L2>0ésy>0 = |z| ==z, ly| =y és |zy| = zy, mert zy > 0.

II. 2>0é68y <0 = |z| ==, |y| = —y és |zy| = —zy , mert zy < 0.
III. x <0ésy >0 = |z| = —x, ly| =y és |zvy| = —xy , mert zy < 0.
IV. <06y <0 = |z] = —x, |y| = —y és |zy| = zy , mert xy > 0.

Mind a négy esetben helyettesités utan az egyenldség teljesiil.

iii) A (*) és a nyilvanvalé |x| < |z| és |y| < |y| tulajdonsagbdl kovetkezik,

hogy
—lz| <z <zl —lyl <y <yl

A két egyenlétlenség Gsszeadasabdl adodik, hogy
—(|z[ + ly]) < = +y < |z +yl,

amibél (*) tulajdonsdg miatt az igazolandé allitas kovetkezik.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Egy masik a kozépiskolabdl ismert fogalom egy elem eléjele vagy szignuma.

4 )
19. Definicié. Legyen F egy rendezett test és x € F. FEkkor
1 hax>0,
signzx 1= 0 hax=0,
—1 hax<O.
Az signx elemet az x elem elbjelének vagy szignumdnak nevezzik. )

Rendezett testek esetében mar megadhatjuk az intervallum fogalméat. Ha a és b
az F rendezett test két kiilonboz6 eleme és a < b, akkor jelolje

[a,b] :={x € F:a <z <b},
Ja,b[ :={x € F: a <z < b},
[a,b] :={x € F: a <z <D},
la,b] :={z € F:a <z <b}.

Fontos kérdés annak eldontése, hogy egy rendezett test adott halmazinak van-e
legnagyobb és legkisebb eleme.

4 )
20. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az A C F' halmaznak

e van legnagyobb eleme vagy maximuma, ha van olyan b € A, hogy
a <b minden a € A esetén.

o van legkisebb eleme vagy minimuma, ha van olyan b € A, hogy
a > b minden a € A esetén.

G _J

Az A halmaz legnagyobb elemét max A-val, legkisebb elemét min A-val jeloljiik.
Példaul
max[a,b] = b és min[a, b] = a.

Nem sokéra igazolni fogjuk, hogy az ]a, b[ intervallumnak nincs sem legnagyobb,
sem legkisebb eleme. Ugyanigy az F'' pozitiv elemek halmazanak nincs legkisebb
eleme, de

min(F* U {0}) = 0.

Nyilvanval6, hogy minden véges halmaznak van legnagyobb és legkisebb eleme. A
pozitiv egészek halmazanak van legkisebb eleme, mégpedig min N = 1, de nincs
legnagyobb eleme.
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11. Tétel. Eqgy F rendezett testben a pozitiv egészek bdrmely nem tres
részhalmazanak van legkisebb eleme.

Bizonyitds. Legyen A C N egy nem tires halmaz. Ha 1l € A, akkor min A =1,
hiszen 1 < n minden n € N esetén. Ha 1 ¢ A, akkor legyen

B :={m € N:m < n barmely n € A esetén}.

Ekkor 1 € B és dmg € B, hogy mo + 1 ¢ B, ellenkezd esetben teljes induk-
ciéval igazolhatd, hogy B = N, ami lehetetlen, mert A nem fiires halmaz. A
B halmaz fogalmabdl, mg+1 ¢ B = dng € A, hogy ng < mg + 1, de
mg < ng hiszen mg € B. Bebizonyitjuk, hogy min A = ny.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3In € A, hogy n < ng. Ekkor ng —n € N,
igy ng—n > 1. Ezért n < ng—1 < myp, ami ellentmond annak, hogy mg € B.
Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az olyan halmazt, amelynek barmely nem iires részhalmazinak van legkisebb ele-
me, jolrendezett halmaznak nevezziik. Az el6z6 tétel azt mondta ki, hogy ren-
dezett testben a pozitiv egészek halmaza jélrendezett.

21. Definicié. Egy F' rendezett testet archimedesien rendezett testnek
nevezziik, ha minden x,y € F', x > 0 esetén van olyann € N, hogy nx > y.

( 12. Tétel. A raciondlis szamtest archimedesien rendezett test. )

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan x,y € Q, x > 0, hogy
nxr < y minden n € N esetén. Ebbol y > 0, tovabba ha felirjuk az x és y
elemet pozitiv egészek hanyadosaként, akkor az el6z6 allitas ekvivalens azzal,
hogy van olyan p,q € N, hogy ng < p minden n € N esetén. Rogzitett ¢
mellett legyen

A:={ke N:ng<kVneN}.

Mivel p € A, ezért A # 0, igy a 11. Tétel szerint az A-nak van legkisebb
eleme, amelyet pp-val jeloliink. Ekkor py € A, vagyis ng < pp, de pp —1 ¢ A
vagyis po — 1 < ng minden n € N esetén (pg # 1, hiszen ng £ 1, mert pozitiv
egész). A fentiekbdl kovetkezik, hogy

ami nem lehetséges, mert azt jelentené, hogy minden pozitiv egész egy % <1
hossztisagu intervallumban van. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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13. Tétel. Ha F eqy archimedesien rendezett test, akkor minden z,y € F,
x <y esetén van olyan r € Q, hogy r < r < y.

Bizonyitds. A bizonyitds ,konstruktiv” jellegli, vagyis keresiink két olyan
egész elemet, amelynek hanyadosa x és y kozé ékel6dik.

1
Elészor a 0 < z < y esetet vizsgédljuk. Ekkor y —x > 0 és > 0. F
x

archimedesien rendezett test és 1 > 0, ezért dng € N, hogy

1 1
ng=mng-1> , azaz — <y—=x.
y—x o

Ha x > 0, akkor ngz > 0, igy a fentiekhez hasonléan Im € N, hogy

m
m > ngx, azaz — > .
no

Ha x = 0, akkor m = 1 mar teljesiti a fenti feltételt. Tehdt

A:={me N: E>sc}
ng
egy nem iires pozitiv egészekbdl all6 halmaz, igy van legkisebb eleme. Jelolje
mo := min A. Ekkor
mo 1 . mo — 1

: mo 1
= _ - <z vagyis —<z+—<z+(y—z)=y,
ng  No no o o

m
amibdl kovetkezik, hogy az r := 0 e Q elem x és y kozott van.
n

Haz <0<y,akkorr:=0€Q = gs y kozott van.

Ha z < y <0, akkor 0 < —y < —uz, igy az eloz6ek szerint Ir € @, hogy
—y < r < —x, amibdl x < —r < y. Mivel —r € Q, igy teljesiil az allités.
Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tételnek szamos kovetkezménye van. Ezek koziil egyet most megmuta-
tunk. Igazolni fogjuk, hogy az F* pozitiv elemek halmazdnak nincs legkisebb
eleme. Ennek az az oka, hogy ha a € F'™ lenne a halmaz legkisebb eleme, akkor
a > 0, de az el6z6 tétel szerint van olyan r € Q, hogy 0 < r < a. Ez azt jelenti,
hogy r € F'*, hiszen r > 0 és i{gy a nem lehet I’ legkisebb eleme.

Hasonlé médon igazolhatd, hogy tetszéleges a < b F-beli elemek esetén az |a, b] és
Ja, b] intervallumoknak nincs legkisebb eleme és az |a, b[ és [a, b intervallumoknak
nincs legnagyobb eleme.
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Az el6z6 részben a halmazok legnagyobb és legkisebb elemérdl esett szé. Most
azt a kérdéskort vizsgaljuk, hogy van-e olyan testbeli elem, amely nagyobb vagy
kisebb egy adott halmaz Gsszes eleménél.

4 )
22. Definicib. Legyen F' egy rendezett test és A C F.

o Akkor mondjuk, hogy A alulrél korldtos halmaz, ha 3k € F, hogy
T > k1 minden x € A elem esetén. Ekkor ki-t az A halmaz alsé
korlatjanak nevezziik.

o Akkor mondjuk, hogy A feliilrél korldtos halmaz, ha Jke € F', hogy
x < ky minden x € A elem esetén. Ekkor ko-t az A halmaz felsé
korldatjainak nevezziik.

L e Ha A alulrdl és felilrdl is korldtos, akkor korldtosnak mondjuk. ).

Nyilvanval6, hogy ha egy halmaznak van legnagyobb eleme, akkor feliilrél korlatos,
és ha van legkisebb eleme, akkor alulrél korlatos, de ez forditva nem igaz. Minden
a < b elem altal hatarolt intervallum korlatos, de ha a nem tartozik az interval-
lumhoz, akkor az intervallumnak nincs legkisebb eleme, és ha b nem tartozik az
intervallumhoz, akkor az intervallumnak nincs legnagyobb eleme. A 12. Tételbél
kovetkezik, hogy a pozitiv egészek halmaza feliillr6l nem korldtos halmaz, hiszen
ehhez elegendd az archimedesien rendezett test fogalmat tekinteni z = 1 esetén.
Az tires halmaz korlatos halmaznak szamit.

A kovetkezo tétel a korlatossaggal ekvivalens allitast mond ki.

14. Tétel. Legyen F egy rendezett test és A C F. Az A halmaz akkor és
csak akkor korldtos, ha van olyan k € F, hogy |z| < k minden x € A esetén.

Bizonyitdas. Ha A korldtos halmaz, akkor ki, ke € F, hogy k1 < x < ko
minden x € A esetén. Legyen k := max{|ki|, |k2|}. Ekkor

—k < —lk1| <k <z <ky<|ko| <k,

amib6l |z| < k kovetkezik minden x € A esetén.

Forditva, ha 3k € F, hogy |z| < k minden = € A esetén, akkor —k < x < k,
igy k1 = —k A-nak alsé, illetve ky = k A-nak felsé korlatja. Igy A korlatos
halmaz. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Nem nehéz belatni, hogy ha egy halmaz korlatos, akkor barmely fels6 korlatja
nagyobb vagy egyenl$ barmely alsé korlatjandl. Azt sem nehéz igazolni, hogy egy
fels6 korlatnédl nagyobb elem is fels6 korlat, illetve egy alsé korlatnal kisebb elem

33
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is als6 korlat. Az mar érdekesebb kérdés, hogy egy felilrdl, vagy alulrdl korlatos
halmaznak van-e mindig legkisebb fels6 korlatja, vagy legnagyobb als6 korlatja.

( )
23. Definicib. Legyen F' eqy rendezett test és A C F.

o Ha van olyan B* € F, amely teljesiti a kovetkezd két feltételt:

i) B* felsé korlatja A-nak,
it) ha B felsé korldtja A-nak, akkor > 5%,
akkor azt mondjuk, hogy B* felsé hatdra, pontos felsé korldtja

vagy szuprémuma A-nak és sup A-val jeloljik. Ha A feliilrél nem
korldtos, akkor ezt sup A = oo mddon jeldljik.

e Ha van olyan o* € F, amely teljesiti a kévetkezd két feltételt:
(i) «* alsé korlatja A-nak,
(i) ha a also korldtja A-nak, akkor o < o,

akkor azt mondjuk, hogy o* also hatdra, pontos alsé korldtja vagy
infimuma A-nak és inf A-val jeloljik. Ha A alulrél nem korlatos,
akkor ezt inf A = —oo modon jeloljik.

G w,

Az el6z6 definicié értelmében ha egy halmaz feliilrdl korlatos és van fels6 hatara,
akkor a fels6 hatar a legkisebb az Osszes fels6 korlat koziil. Ha egy halmaznak van
legnagyobb eleme (maximuma), akkor ez fels6 hatéra (szuprémuma) is egyben.
Egy halmaz fels6 hatara nem feltétleniil eleme a halmaznak, azaz nem mindig a
legnagyobb eleme. Példaul a negativ elemek halmazdnak fels6 hatara 0. Hasonlo
allitdsok mondhato ki feliilrél korlatos halmazok esetére az alsé korlatok, legkisebb
eleme (minimuma) és az als6 hatara (infimuma) vonatkozasaban.

Fontos megjegyezni, hogy az el6z6 definiciéval két fontos szimbdélumot vezettitk
be, a végtelent és a minusz végtelent, azaz a oo és a —oo jeleket. Azt szimbo-
lizaljak, hogy a halmaz elemei ,az adott iranyban akarmekkorak” lehetnek. Pon-
tosabban, ha sup A = 0o, akkor Va € F esetén Jy € A, hogy y > x, és forditva, ha
inf A = —o0, akkor Vx € F esetén dy € A, hogy y < .

A végtelen és a minusz végtelen szimbolumok segitségével egy praktikus jelolést
vezetiink be, amivel az in. végtelen intervallumokat jelolhetjiik, nevezetesen ha
a € F, akkor

[(={zeF:z>a},
[:={z € F:z>a},
yal :={z € F:z <a},
yal :={zx € F:z <a}.

A | — 00, 0[ az egész F rendezett testet jeloli.
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15. Tétel. Legyen F eqy rendezett test és A C F. Ekkor az A halmaznak
legfeljebb egy felsd és egy also hatdra lehet.

Bizonyitdas. Tegylk fel, hogy A-nak két felsé hatara van, aq és s, tovabba
a1 < ag. Mivel ag felsé hatéra és oy fels6 korlatja A-nak, igy a definici6 ii)
pontja alapjan oy > «o, ami ellentmondéds. Az allitds hasonldéan igazolhatd
als6 hatar esetére is. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

Jegyezziik meg, hogy az {ires halmaz korlatos, de nincs se alsé se fels6 hatara.

15. Feladat. Legyen F' eqy rendezett test és A, B C F. Bizonyitsuk be, hogy
ha A-nak és B-nek van felsé hatdra, akkor az AU B-nek is van felsé hatdra és

sup AU B = max{sup A, sup B}.

Megoldds: A fels6 hatar fogalma alapjan elegend6 azt bebizonyitani, hogy
o := max{sup A, sup B} fels6 korldtja A U B-nek, és kisebb barmely més
fels6 korlatnal.

Igaz, hogy o > sup A és o™ > sup B. Legyen x € AU B, ekkor x € A vagy
T € B.

reA =— z<supA<a’ és reB = x<supB<a".

Ezért © < o minden x € AU B esetén, vagyis o fels6 korlatja A U B-nek.
Ha o tetszéleges fels korlatja A U B-nek, akkor x < a minden z € AU B
esetén, de A,B C AU B. Ezért v+ < o minden v € A és v € B esetén,
vagyis a felss korlatja A-nak és B-nek. Igy a > sup A és a > sup B, amibél
kovetkezik, hogy o > max{sup A, sup B} = o*.

Hasonl6 allitas igazolhatd, ha az el6z6 feladatban szuprémum helyett infimumot,
maximum helyett minimumot irunk.

Egy rendezett testnek lehet olyan feliilrdl korlatos halmaza, amelynek nincs felsé
hatéra. Vegyiik példaul a racionélis szdmtestet és legyen A := {q € Q: ¢*> < 2}.
Az A halmaz feliilr6l korlatos, hiszen nem nehéz igazolni, hogy a 2 elem a halmaz
fels§ korlatja. Tegyiik fel, hogy A-nak van felsé hatdra, amelyet a-val jeloliink.
Ekkor harom esetet kiilonboztethetiink meg, és igazolni fogjuk, hogy egyik eset
sem lehetséges.

o =2
a felirhaté p/q ,leegyszertisitett tort” alakban, vagyis feltételezziik, hogy p
és q koziil az egyik paratlan elem. Négyzetre emelés és atrendezés utdn azt
kapjuk, hogy 2¢* = p?, igy p? péros elem, azaz p paros elem. Ekkor Ip; € N,
hogy p = 2p;. Ezt visszahelyettesitve kapjuk, hogy ¢ = 2p?, igy ¢ péros
elem, azaz q paros elem. Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy az egyik
szam paratlan elem volt.
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o 0? <2
Induljunk ki az

1\2 20 1 200+ 1
<a+) =a’+ =45 <o+
n n n n

Osszefiiggésbdl. Mivel a raciondlis szamtestben a pozitiv egészek halmaza
feliilr6l nem korlatos halmaz, igy van olyan ng € N, hogy

ng >

20+1
—
27042662 (

1 2
a—l—) < 2,
ng

1 1
azaz a« + — € A. Mivel o < a + — igy o nem lehet felsé hatar.
no no
e a?>2

Induljunk ki az
< 1)2 s 2o 1 s 2«
a——| =a"——+ 5 >a" — —

Osszefiiggésbél. Mivel a raciondlis szamtestben a pozitiv egészek halmaza
feltilrol nem korldtos halmaz, igy van olyan ng € N, hogy

P R

no

ng >
07 a2 -2

1 1

azaz o« — — az A halmaz fels§ korlatja. Mivel « > o« — — igy a nem lehet
no o

fels6 hatar.

24. Definicié. Egy rendezett testet teljesen rendezett testnek nevezziik,
ha minden felilrdl korldtos mem tres halmazdnak van felsé hatdra. FExzt
teljességi axiomadnak mondjuk.

A fenti fogalombdl az is kovetkezik, hogy egy teljesen rendezett test minden alulrél
korldtos halmazdnak van alsé hatira. Tudniillik, ha A alulr6l korldtos, akkor
—A = {—a: a € A} felilr6l korlatos, igy lesz a* felsé hatara, amibél igazolhato,
hogy —a* als6é hatara A-nak.

A raciondlis szamtesthez hasonléan igazolhatd, hogy lényegében egyetlen teljesen
rendezett test 1étezik, melyet valés szamok halmazinak neveziink.

25. Definicio. Valos szamok halmazdanak neveziink egy teljesen rende-
zett testet. Ezt az R szimbolummal jeloljiik.
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Az el6z6 részben megadtunk olyan ¢ mivelettarté bijektiv leképezést, mely
két 0 karakterisztikdji test racionalis elemeit kapcsolja Gssze. Adott két
(F,+,-,<) és (F*,®,®, X) teljesen rendezett test, a szoban forgd ¢ leképezést
ugy terjeszthetjiik ki nem raciondlis elemekre, hogy

o(x) :=sup{p(r): r € Q,r < x}

teljesiiljon. Igazolhatd, hogy az igy kapott ¢: F — F* leképezés bijektiv és
miuivelettarté, illetve

z <y, = o(z) 2 o(y),

amibdl kovetkezik, hogy lényegében egyetlen teljesen rendezett test l1étezik.

Kiilonb6z6 modellek sziilettek annak igazolasara, hogy egyetlen rendezett test
létezik. Fzek koziil emlithetjiik a Dedekind-, a Cantor- és a Weierstrass-féle
modellt.

A valés szamok testében talalhato pozitiv egészek, egészek és racionalis elemek hal-
mazat természetes, egész, és racionalis szamoknak nevezziik. Ezeket rendre
az N, Z és Q szimbdlumokkal jeloljiik.

A kovetkezOkben két fontos tételt bizonyitunk, melyek a teljességi axidémabdl ko-
vetkeznek. Az els6 azt allitja, hogy a valés szdmok halmaza egy archimedesien
rendezett test, amib6l kdvetkezik, hogy a természetes szamok halmaza nem korlé-
tos halmaz R-ben. Tovidbba az is kdvetkezik, hogy két valds szdm kozott mindig
van raciondlis szam (ldsd a 13. Tételt).

( 16. Tétel. A wvalds szdmok halmaza archimedesien rendezett test. )

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy R egy nem archimedesien ren-
dezett test, azaz van olyan x,y € R 1gy, hogy x > 0 és nx < y teljesiil minden
n € N esetén. Ekkor n < y/z, azaz y/x fels6 korlatja lenne a természetes
szamok halmazénak. Tehat N korldtos halmaz, de ekkor a teljességi axiéma
szerint van szuprémuma, amit a-val fogunk jel6lni.

Mivel @ — 1 mar nem fels6 korlatja N-nek, igy van olyan ng € N, hogy
a—1<ng, deekkor a<mng+1€N,

ami nem lehetséges, hiszen o = sup N, azaz nagyobb, mint barmely termé-
szetes szam. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

A maésodik allitas, ami Cantor-féle metszet-tételként ismert, azt allitja, hogy egy-
masba ,skatulyazott” zart intervallumok metszete nem iires.
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4 )
17. Tétel (Cantor-féle metszet-tétel).
Legyen {(an): N — R, (b,): N — R két valds sorozat és

an < An+1, bn > bn+1; an < bn

minden n € N esetén. Ekkor

m [ana bn] 7é 0.

neN
. J
Bizonyitis. Az A := {a,: n € N} halmaz nem tres és feliilrél korlatos,

hiszen a feltételekbdl azonnal kovetkezik, hogy a, < b, minden n,m € N
esetén. Valbéban, ha n < m, akkor a, < a,, < by, mig ha n > m, akkor
an < by < by,

Ekkor a teljességi axioma szerint A-nak van fels6 hatdra, amit a-val fogunk
jelolni. « egyrészt nagyobb vagy egyenlé A minden eleménél, azaz a > a,
(n € N), masrészt kisebb vagy egyenlé A minden fels§ korlatjanal, azaz
a < b, (n€N). Igy a € [an, b,] minden n € N esetén, amib6l kovetkezik,
hogy a metszetiiknek eleme. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Igazolhatd, hogy ha egy rendezett test archimedesien rendezett és érvényes
ra a Cantor-féle metszet-tétel, akkor a teljességi axiéma teljesiil. Vannak
olyan szerzok, akiknél a teljességi axioma az archimedesien rendezettségbdl
és a Cantor-féle metszet-tételbol 4ll.

Mivel a racionalis szamok halmaza nem teljes, igy lennie kell olyan valés szdmnak,
amely nem racionalis.

[26. Definicié. Az R\ Q halmaz elemeit irraciondlis szamoknak nevez—]

zuk.

Két irracionalis szdm Osszege és szorzata lehet akar raciondlis, akar irraciondlis.
Mas a helyzet a ,vegyes” Osszegekkel és szorzatokkal.

16. Feladat. Legyen r € Q és x € R\ Q. Igazoljuk, hogy r + = € R\ Q,
tovabbd, ha x # 0, akkor rz € R\ Q.

Megoldds: Indirekt médon tegyiik fel, hogy r + z € Q. Ekkor
r=(rtz)-req,

ami ellentmondas, hiszen két racionalis szam kiilonbsége racionalis. Hasonlé-
an igazolhat6 az éllitas a szorzds esetében.
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Az irraciondlis szamok szintén stiriin helyezkednek el.

18. Tétel. Minden x,y € R, z < y esetén van olyan z irraciondlis szdm,
hogy ¢ < z < y.

Bizonyitds. Legyen ¢ egy irraciondlis szam. Mivel két valds szam kozott
mindig van racionalis, ezért van olyan qi, q2,71,72 € Q, hogy

r<q<qp<y és T—l<r<i<ro<i4+l1

teljesiil. Ekkor az el6z6 tétel miatt a

i*?ﬁ
z:= (@2 —q1) + @
ro —T1

szdm irraciondlis és x < q1 < z < g2 < y. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Ebben a részben igazoltuk, hogy nincs olyan r raciondlis szém, amelyre r? = 2.
Jogos a kérdés, hogy van-e egyaltalan olyan x valds szam, amire 22 = 2 teljestil.
A kovetkezo tétel megvalaszolja az eléz6 kérdést.

19. Tétel. Minden a > 0 valds és n természetes szam esetén egyetlen olyan
a > 0 valos szam létezik, amire o' = a teljestil.

Bizonyitds. Az allitds nyilvanvalé a = 0 vagy n = 1 esetén. Legyen a > 0,
n > 1 és jelolje
A={zeR:2>0,2" <a}.
a

A nem fires halmaz, hiszen 0 < 1 <1 ésigy

a

a n a a
0< < < a, azaz e A.
a+1 a+1 a+1

A korlatos halmaz, hiszen (a + 1) fels6 korlatja. Valéban ha z > a + 1, akkor

2" >(a+1)">a+1>a,

igy x ¢ A. Mivel A korldtos halmaz, igy a teljességi axiéma szerint A-nak
van felsé hatara, melyet a-val fogunk jel6lni. Igazolni fogjuk, hogy a™ = a.
Tegyiik fel, hogy o™ < a és legyen m € N. A binomialis tétel miatt

1\" " (n\ o™k 1 & (n k
_ — < n _ n— —
<a+m> Z(k) mrk = +mz<k>a

k=0 k=1

(1)

Q

"t (@t 1) —a”).
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(a4+1)" —a”

Valaszuk ki az mg természetes szamot tugy, hogy mg > -
a—«

, amibdl
kovetkezik, hogy
1
a"+ —((a+1)"-a") <a.
mo
1 n
Ekkor (1) miatt a kivdlasztott mg szdm mellett (a + ) < a teljestil.
mo
Ezért ha z := o + —, akkor 2" < a, azaz z € A, illetve z > «, amibdl
m

0
kovetkezik, hogy o nem fels6 korlatja A-nak, és ez ellentmond annak, hogy «
az A halmaz szuprémuma.

1\" 1
Tegyiik fel, hogy a™ > a. Ekkor () < —. Ha az o™ < a megcéafolasara
«@ a

alkalmazott el6z6 gondolatmenetben az o szdmot —-val és hasonlbéan az a
o

1
szamot —-val helyettesitjik, akkor azt kapjuk, hogy van olyan z szam, amire
a

1 1 n\" 1
azt teljesiil, hogy 2" < — és z > —, azaz a < () és — < a. Ebbdl
a ! z z

kovetkezik, hogy az — szam fels¢ korlatja A-nak, tudniillik minden =z € A
z

1\" 1
esetén teljestl, hogy 2" < a < <> azaz x < — (ldsd a 14. Feladatot),
z z

masrészt — < o miatt a nem a legkisebb felsé korlatja A-nak. Ez ellentmond
z

annak, hogy « az A halmaz szuprémuma.

Mivel az o™ < a vagy a” > a eset nem lehetséges, csak az o™ = a egyenlGség
teljestilhet.

Az egyértelmiiség abbdl kivetkezik, hogy két kiilonboz6 pozitiv szdm n-edik
hatvanya is kiilonbo6zé (lasd az 58. Feladatot).

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az eléz6 tétel lehet6vé teszi a kovetkez6 fogalom bevezetését.

27. Definicid. Legyen a > 0 egy valos szam és n egy természetes szdam.
Azt az a > 0 walds szamot, amelynek 1n-edik‘ hatvdnya a, az a szam n-edik
gyokének nevezzik. Jele /a vagy an .

Fontos megjegyezni, hogy ha n paros és a > 0, akkor még egy olyan szam léte-
zik, amelynek n-edik hatvanya a és ez — {/a-val egyenlé. Az n-edik gyokvonés

kiterjeszthet6 negativ szamokra, ha n paratlan. Ekkor {/—a = — {/a.



6. A teljességi axioma 41

17. Feladat. Legyen 0 < x <y és ésn € N. Bizonyitsuk be, hogy V/z < ¥/y.

Megoldds: Indirekt médon tegyiik fel, hogy ¥/z > /y. Mivel {/y > 0, {gy
a 13. Feladat allitdsabol kovetkezik, hogy = > y, ami ellentmondas.

A kovetkezé két feladat megoldésa mutatja, hogyan tudunk tulajdonsiagokat iga-
zolni n-edik gyOkvonas esetén.

18. Feladat. Legyen a,b > 0 és n € N. Bizonyitsuk be, hogy
{/ab = 7\1/;7\1/5

Megoldds: Mivel a gyokvonas egyértelmiien meghatirozott, elég igazolni,
hogy a két oldal pozitiv és n-edik hatvanya ab-vel egyenls. Ez a hatvanyozas
tulajdonsagaibdl azonnal kovetkezik (lasd. a 37. Feladatot).

19. Feladat. Legyen a,b > 0 és n,m € N. Bizonyitsuk be, hogy
V Va = "Va.

Megoldds: Mivel a gyokvonas egyértelmiien meghatirozott, elég igazolni,
hogy a baloldal nm-edik hatvanya a-val egyenl6. Ez a hatvanyozas tulajdon-
sdgaibol azonnal kovetkezik (lasd. a 37. Feladatot), hiszen

(V9)” (o) -

20. Feladat. Legyen a > 0, n € N és p,q € Z. Bizonyitsuk be, hogy

(Var)* = ara.

Megoldds: Mivel a gyokvonas egyértelmiien meghatarozott, elég igazolni,
hogy a baloldal n-edik hatvanya aP?-val egyenld. Ez az egész kitevés hatvany-
ra vonatkozé hatvanyozas tulajdonsdgaibdl azonnal kovetkezik (lasd. a 10. Fel-
adatot), hiszen

((var))" = ((var)")" = (a)? = am.

A gyokvonas segitségével altalanosithatjuk a hatvinyozast raciondlis kitev6ji
hatvanyokra is.



6. A teljességi axioma 42

28. Definicié. Legyen a > 0 egy wvalos szdm, p € Z, g € N. Az a szim
p/q-adik hatvdinya
at = \/aP.

A fenti fogalom jol definidlt abban az értelemben, hogy a kapott érték nem figg
a konkrét p és q értékektol, csak a hanyadosuktél. Valéban, ha n € N, akkor
a 19. Feladat és a hatvanyozas tulajdonsig alapjan (lasd. a 37. Feladatot)

a% = q‘n/ apn = ’q( 1"/ (ap) = ’q/ (Ip = a%.

A kovetkez§ feladat altalanositja a 10. Feladatban taldlhaté egész kitevés hatva-
nyozés tulajdonsigait barmely raciondlis kitevé hatvanyra.

21. Feladat. Igazoljuk, hogy minden z,y > 0 és r,s € Q esetén igazak a
kdvetkezd tulajdonsdgok:

P — S
a) z"x® ="t

7" _
b) E :.CET 8,
C) (l,r)s =g,

d) (zy)" =2"y",
JogH

Megoldds: Ha r,s € Q, akkor az egyszériisség kedvéért irjuk fel ket kozos
nevezovel rendelkez6 tortek alakjaban, azaz

ahol p,q € Z és n € N. Az igazolni kivant tulajdonsagokat mar bebizonyi-
tottuk egész kitevis hatvanyokra (ldsd a 10. Feladatot), ezért alkalmazhatjuk
Oket p és ¢q kitevéji hatvanyok esetén.

a) :L,T:Es — :Er—i-s

A 18. Feladat eredményének alkalmazasaval

q PTq ya q
n = \/xP\/xd = \/xPxrd = v Pt = = xﬁ"‘ﬁ = ZCT"_S.

z'r® =xnx

Rogton megkapjuk az a) pont egyenléségébdl, ha s helyett —s-et irunk.
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C) (wr)s — :L,T‘S

A 19. és a 20. Feladat eredményének alkalmazasaval
a
(xT)S = (m%) "= (\n/;pp)q = \n/ Pl = ”\2/1;17‘1 = m% = x%'% = xS,

d) (zy)" =="y"

A 18. Feladat eredményének alkalmazédsaval

L n/ D n/ o n P P
(:L,y)’l‘ o (:[jy)n g (l‘y) s :L'pyp f— :L»p 1 /yp — :L‘nyn — x?"yT‘

()7

1
Rogton megkapjuk a d) pont egyenldségébdl, ha y helyett —-ot frunk.
Yy

22. Feladat. Legyen a > 0, r,s € Q és r < s. Bizonyitsuk be, hogy
e haa>1, akkor a" < a?,

e ha a <1, akkor a” > a®.

Megoldds: FElészor azt fogjuk igazolni, hogy ha a > 1, akkor minden r
pozitiv raciondalis szam esetén a” > 1 teljesiil. Valoban, ha r = n egy pozitiv
egész szam, akkor az 57. Feladat a) pontjabdl kovetkezik, hogy a™ > 1" = 1.

Maésrészt, ha r = B, ahol p és n két pozitiv egész szam, akkor a? > 1, és igy
n
a" =an = YaP > 1,
kiilonben ha {/aP < 1, akkor szintén az 57. Feladat a) pontja miatt azt
n
kapnank, hogy (\"/ap> <1"=1.

Ezutan ugy oldjuk meg a feladatot, hogy alkalmazzuk az el6z6 feladatban
igazolt racionalis kitevGs hatvanyokra vonatkozo tulajdonsagokat. Ha r < s,
akkor s —r > 0, és igy

S

_ a
e haa>1,akkor 1 <o "= — = d" <d’
a

1
e ha a < 1, akkor — > 1, és igy az el6z6 eset szerint
a

() <(0) -4 >
—=(-) <|=) == = a" > a’.
a” a a a’



7. Halmazok szamossaga

Ez a rész azzal a kérdéskorrel kivan foglalkozni, hogy hany eleme van egy hal-
maznak. Ez elsé hallasra nem tiinik olyan nehéz dolognak, hiszen ha egy halmaz
elemeit meg tudjuk szamolni, akkor annyi eleme van, mint amennyit szamoltunk.
Ha nem tudjuk megszamolni, akkor a halmaz végtelen. De valoban minden végte-
len halmaz elemszama megegyezik? Ugyanannyi természetes szam van, mint valds
szam?

Ahhoz, hogy valaszolni tudjunk a fenti kérdésekre, tisztazni kell mit értiink azon,
hogy két halmaznak ,ugyanannyi” az elemszama. Ezt matematikai nyelven ugy
mondjuk, hogy a két halmaz azonos szamossagu.

29. Definicid. Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok ekvivalensek, vagy
azonos szdmossdguak, ha létezik eqy 0: A — B leképezés, ami bijektiv.
Jele A ~ B.

A B
A fenti definicié tényleg azt sugallja, hogy ®
a két halmaz elemszdma megegyezik, hi- -
szen a bijektiv leképezés parba allitja a két
halmaz elemeit. -

Nem nehéz igazolni, hogy a halmazok kozotti ekvivalencia tetszéleges halmazrend-
szeren ekvivalencia relaciot alkot. Valéban

e A~ A, hiszen az identikus leképezés bijektiv (reflexiv),

e Ha A ~ B, akkor ¢: A — B bijektiv leképezés inverze ¢~ ': B — A is
bijektiv leképezés és igy B ~ A (szimmetrikus),

e Ho A~ Bés B~ (C,akkorayp;: A — Béspy: B — C leképezések Osszetett
fiiggvénye bijektiv leképezés, po 0 p1: A — C és igy A ~ C (tranzitiv).

Ekkor a halmazok korében egy osztalyozas jon létre, amellyel el tudjuk majd ne-
vezni a kiillonbo6z6 szamossagtipusokat.

30. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az A nem tres halmaz véges szd-
mossdgu és elemszdma m, ha van olyan n € N, hogy A ~ {1,...,n}.
Ekkor az elemszamot |A|-val jeloljik.

Az {ires halmaz is véges szdmossagunak szamit, de elemszama 0. Egy halmazt vég-
telen szamossagunak mondunk, ha nem véges szdmossagi. Sokszor a révidség
kedvéért egyszeriien végesnek vagy végtelennek mondjuk a halmaszt.

44
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A végtelen olyan fogalom, amely csak gondolati sikon és nem tapasztalat Gtjan
kozelitheté6 meg. Foglalkozik vele a filozdéfia és a matematika valamint egy
érdekes ,kettésséggel” rendelkezik, amely Arisztotelész idejében mar ismert
volt. Az elsé, az in. ,potencialis végtelen”, amikor példaul egy nem véges
halmaznak keressiik a szuprémumaét és egyre nagyobb és nagyobb halmazbeli
elemeket vizsgalunk, amelyek egyre jobban ,megkdzelitik” a keresett értéket,
azaz egy folyamat korlatlan tovabbfolytathatosagarol szol. S6t azt a tényt,
hogy az értékek n6tton nGhetnek szintén a oo szimbolummal jeldljik.

A miésik végtelenrdl most esett sz6. Az tn. ,aktudlis végtelen”, amikor nem
folyamatra gondolunk, hanem egy mar ,lezart”, ,befejezett” egységre. Nem
a halmaz névekedd elemeire, hanem magéara a halmazra. A két végtelen ko-
z0tt 1ényeges kiilonbség van, de az utébbi nehezen elfogadhaté volt a mate-
matikaban, hiszen latni fogjuk, hogy ebbdl a fogalombdl szokatlan allitasok
kovetkeznek.

Nyilvanval6, hogy N nem lehet véges, kiilonben korlatos halmaz lenne. Ezért a
vele ekvivalens halmazok kiilén szdmossagot alkotnak.

31. Definicié. Akkor mondjuk, hogy A megszdmldlhatéan végtelen hal-
maz, ha A ~ N.

A fenti definicié értelmében, ha az A halmaz megszamlalhatéan végtelen, akkor
azt a @ bijektiv leképezést, amely Osszekapcsolja a természetes szamokat az A
elemeivel egy sorozatként foghatjuk fel, igy A = {p(n): n € N}, ahol minden
©(n) elem egyméstol kiilonbozé. A kovetkezd példa egy ,furcsasigot” rejt a végte-
len halmazokkal kapcsolatban. El6fordul, hogy egy halmaz ekvivalens egy valodi
részhalmazéaval. Ezt jol illusztralja a kovetkezo feladat.

23. Feladat. Legyen P a pozitiv paros szamok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy
P megszdmldlhatéan végtelen!

Megoldds: Az allitds abbdl kiévetkezik, hogy a ¢: N — P, p(n) := 2n
leképezés bijektiv.

A fenti viselkedés jellemz6 a végtelen halmazokra, azaz egy halmaz végtelen akkor
és csak akkor, ha ekvivalens egy valédi részhalmazaval (1asd a kovetkezd két fel-
adatot). Azonban az igazsdghoz tartozik, hogy csak akkor tudunk ilyet &llitani, ha
feltételezziik, hogy minden nem iires halmazokbdl 4ll6 halmazrendszer esetén, van
olyan halmaz, amelynek a halmazrendszer minden elemével pontosan egy ko6zos
eleme van. Az el6bbi feltételt, amit kivalasztasi axiémanak neveziink, itt és az
analizis tantargy sordn, igaznak tekintjiik.
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24. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden végtelen halmaznak van megszdm-
lalhatoan végtelen részhalmaza!

Megoldas: Legyen A egy végtelen halmaz és valasszuk ki egy x1 € A tetsz6le-
ges elemét. Az Ay := A\ {x1} halmaz végtelen, igy vilasszuk ki egy x4 € Ay
tetsz6leges elemét. Hasonlbéan az As := A \ {x2} halmaz végtelen.

Folytatjuk az eljarast minden n € N esetén: az A, végtelen halmazbdl va-
lasszuk ki egy x,+1 € A elemét. Az

AnJrl = An \ {anrl}

halmaz végtelen, és igy tovabb.

Az X = {x,: n € N} halmaz megszdmlalhatéan végtelen és X C A.

25. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy halmaz végtelen akkor és csak akkor,
ha ekvivalens eqy valodi részhalmazdval!

Megoldds: Legyen A egy végtelen halmaz. Az el6z6 feladat szerint van
egy X = {z,,: n € N} megszamlalhatéan végtelen részhalmaza. Ekkor a
o A— A\ {x1},

o) = Tpy1 hax € X ésx = x,,
x haze A\ X

leképezés bijektiv. gy A ~ A\ {x1}.
Az &llitas megforditasdhoz oldjuk meg a 76. Feladatot.

Az el6z6 feladat megolddsdban olyan moédszert alkalmaztunk, amely hasonlit
a hires ,,Hilbert szélloda” paradoxonahoz. Képzeljiink el egy szallodat, amely-
nek végtelen sok szobajaban van és minden szoba ajtajan ott all a szobaszam,
amely egy egyedi természetes szam. A szalloddhoz vendég érkezik, de minden
szoba foglalt. Meglep6 médon az j vendéget el fogjuk tudni szallasolni anél-
kiil, hogy valamely régi vendéget el kelljen kiildeniink. A megoldéds az, hogy
megkérink minden vendéget arra, hogy koltozzon at abba a szobaba, melynek
szama kéveti a jelenlegi szobaszamat. Ilyen médon az els6 szoba kiiiriil, ahova
az 1j vendég bekoltozhet.

Jogos a kérdés, hogy van-e a természetes szamok halmazanak olyan végtelen rész-
halmaza, amely nem megszamlalhatéan végtelen. A vilasz az, hogy nincs.
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( 20. Tétel. Legyen A C N. Ekkor A véges vagy megszamldlhatéan végtelen. )

Bizonyitdis. Ha A C N és A # (), akkor A-nak van legkisebb eleme (ldsd
a 11. Tételt), amelyet xi-gyel jeloljiik, tovabba Ay := A\ {z1}. Ha A1 =0,
akkor A véges és elemszéama 1. Ha A; # (), akkor van legkisebb eleme,
amelyet xo-gyel jeloljiik, tovdbba As := A1 \ {z2}. Ha Ay = ), akkor A véges
és elemszédma 2. Ha Ay # (), akkor van legkisebb eleme, és igy tovabb.

Az eljarast ugy folytatjuk, hogy ha n € N, amire az A, C N, A, # 0
halmaz mar ismert, akkor jel6lje x, 1 a halmaz legkisebb elemét, és legyen
Apt1:= Ap \ {zns+1}. Ha A, 4 tires, akkor A véges és elemszama n + 1. Ha
Ap+1 nem ftres, akkor megyiink tovabb.

Ha A végtelen, akkor az eljaras soha nem ér véget, de az A halmaz egyenld
a fenti médon ,kivilasztott” elemekbdl &ll6 X := {z,,: n € N} halmazzal,
hiszen egyrészt X az A halmaz pontjaibdl all, azaz X C A, mésrészt ha
a € A, de a ¢ X, akkor minden X-beli elem kisebb, mint a, de ez nem
lehetséges, mert X egy természetes szamokbol allo végtelen halmaz. Ezért A
megszamlalhatéan végtelen. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Azt mondjuk, hogy egy halmaz megszamlalhat6, ha véges vagy megszdmlalhatéan
végtelen. Az el6z6 tétel azt mondja ki, hogy a természetes szamok halmazdnak
minden részhalmaza megszamlalhatd. Ebbol kovetkezik, hogy egy megszamlalhatd
halmaz minden részhalmaza szintén megszamlalhatoé.

A kovetkezdkben megvizsgaljuk a nevezetes szdmhalmazok szamossagat. Az egész
szamok halmazéval kezdiink.

( 21. Tétel. Z megszamldlhatoan végtelen halmaz. )

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a ¢: N — Z,

0 han =1,
p(n):=q% ha n péros,
1_T” ha n > 1 paratlan

leképezés bijektiv. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tételt egy olyan bijektiv leképezés konstrualasaval igazoltuk, amely val-
takozdan veszi a pozitiv és a negativ szdmokat.

Hasonl6 elvvel igazolhatd, hogy két megszamlalhaté halmaz unidja is megszamlal-
hatd!
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Az a tény, hogy az egész szamok halmaza megszamldlhaté a 23. Feladat isme-
retében nem volt annyira meglepd, annal inkdbb a kévetkez6 allitas, hiszen azt
varnank, hogy ,lényegesen tobb” raciondlis szdm van mint természetes szam, mert
a racionalis szamok stirtin helyezkednek el a szdmegyenesen.

( 22. Tétel. Q megszamldlhatoan végtelen halmaz. )

Bizonyitds. Flegendé bebizonyitani, hogy a pozitiv raciondalis szamok hal-
maza megszamlalhatd, mert igy a negativ raciondlis szamok halmaza is meg-
szamlalhato és ekkor

Q=Q"u{oyuQ

is megszamlalhato.
Helyezziik el a pozitiv raciondlis szamokat a kdvetkezé tablazatban!

1,2 3, 4
1/1/1/1
1 2 3 4
2/2/2 2
1 2 3 4
3/3 3 3
1 2 3 4
1 1 1 1

A nyilak mentén haladva a természetes szamokhoz rendeljiik a racionalis sza-
mokat gy, hogy ha a soron kovetkezd raciondlis szam mér volt (pl. % = %),
akkor ezt kihagyjuk! Ezzel a moddszerrel sikeriil olyan bijektiv leképezést
konstrualni, amely a racionalis szamokat a természetes szamokra viszi at.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

A fenti bizonyitdsban alkalmazott médszer Cantor-féle diagonélis eljardsként is-
mert. Hasonlé elvvel igazolhatd, hogy két megszamlalhaté halmaz Descartes-féle
szorzata is megszamlalhatd, igy a ,,dimenzié” novelés nem feltétleniil befolyasolja
a szamossagot. A tételnek van egy masik ligyes bizonyitasa, amely azon alapszik,
hogy minden p/q pozitiv racionélis szdmhoz rendeljiik a 2P(2¢ + 1) természetes
szamot, és az igy mdédon kapott leképezés bijektiv.

Georg Cantor (1845-1918) Oroszorszdagban sziiletett matematikus, de élete
nagy részében Németorszagban élt. Cantor el6tt a matematika azt az allas-
pontot kévette, hogy a végtelenek kozott nem lehet értelmesen kiilonbséget
tenni. 1874-ben jelent meg egy cikke, melyet a modern halmazelmélet sziile-
tésének tekinthetiink.


http://hu.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
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Cantor vezette be a halmazok kézotti ekvivalencia, a megszamlalhatéan végte-
len és kontinuum szamossdg fogalmat. Rendezést adott a szamossidgok kozott
és igazolta, hogy mindig van ,nagyobb szamossagi” halmaz. Bar Cantor 1j
fogalmai nem voltak hidnyossdgoktol mentesek és tobb korabeli hires mate-
matikus nem ismerte el, korszeri gondolatai jelentették a matematika XX.
szazadi nagy forradalmanak kezdetét. Az id6 6t igazolta.

( 23. Tétel. [0, 1] nem megszamldlhaté halmaz. )

Bizonyitds. Allitdsunkat a Cantor-féle metszet-tétellel igazoljuk (lasd a 17. Té-
telt). Tegytik fel, hogy a [0, 1] egy megszamlalhatéan végtelen halmaz. Ekkor
van olyan ¢: N — [0, 1] leképezés, ami bijektiv. Igy [0,1] = {p(n): n € N}.
Harmadoljuk a [0, 1] intervallumot. A

o B

intervallumok koziil van olyan, amely nem tartalmazza a ¢(1) elemet és ezt
[a1,b1]-gyel jeloljik. Tehat ¢(1) ¢ [a1,b1]. Harmadoljuk az [a,b1] interval-
lumot. Az

by — by — by — by —
ai, a1 + ! a1:|7 |:a/1+ ! alabl_ ! a1:|7 |:b1_ ! a17b1

3 3 3 3

intervallumok koziil van olyan, amely nem tartalmazza a ¢(2) elemet és ezt
[ag, ba]-gyel jeloljik. Tehat (1), p(2) ¢ [az, ba].

Folytassuk az el6z6 eljarast! Ha ismert a ¢(1),¢(2),...,¢(n) szdmok egyi-
két sem tartalmazé [ay, b,| intervallum, akkor harmadoljuk ezt, és valasszuk
[an+1, bn+1]—nek az

by, —a by, —a b, —a b, —a
Qn, Qn + n3 n:|, |:an+n3n7bn_ n3 n]’ |:bn_n?)nubn
intervallumok koziil azt, amely nem tartalmazza a ¢o(n + 1) elemet.

Ekkor minden £ € N esetén

p(k) ¢ ﬂ [an, b,

neN

de a Cantor-féle metszet-tétel miatt

m [an,bn] 7& (2)7

neN

igy van olyan [0, 1]-beli szdm, amely nem eleme a {¢(n): n € N} halmaznak,
ami ellentmondas. Fzzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Cantor tgy igazolta a fenti allitast, hogy alkalmazta a szamok tizedes tort
alakjat, amivel mi még nem foglalkoztunk, de kézépiskolaban mar tanultuk.
Ha sorozatba irhatnank a valés szamokat az

Tr1 = 0, x1112(¢13 . . .
Tr9 = 0, 9192023 . . .

z3 =0, az1az2a33 . . .

modon, akkor egy olyan [0, 1]-beli szamot is fel tudndnk irni, amelyet ugy
kapnank meg, hogy a fédiagondlis szdmjegyeibol all6 0, ajjanoaiss ... szdm
minden szamjegyét kicseréljik egy masik nem 0 szamjegyre. Nyilvan a kapott
1j szém nem lehet tagja a fenti sorozatnak. A fenti bizonyitasi gondolat neve:
Cantor-féle masodik diagonalis eljaras.

Az el6z6 allitasbdl kovetkezik, hogy a [0,1] intervallum nem ekvivalens egyetlen
egy eddig vizsgalt halmaztipussal sem, ezért vezetjilk be egy 1ij szamossagtipust.

32. Definicié. Akkor mondjuk, hogy A kontinuum szdmossdgu hal-
maz, ha A ~ [0,1].

26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden intervallum kontinuum szdmossdgi
halmaz.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy a,b € R, a < b. Ekkor a

¢: [a,b] — [0,1], o(z) = i

b—a

leképezés bijektiv. Igy [a,b] ~ [0,1].
Tekintsiik az [a, b] esetet. A ¢: [a,b] — [a,b],

n+1

a+ e haHnGN,hogyx:a+l’_Ta,
o(x) = .y
T egyébként

leképezés bijektiv. Igy [a,b[~ [a,b]. Hasonléan jarunk el korldtos interval-
lumok esetén, igy mindegyik kontinuum szdmossigi. Tekintsik az [a,o0]
esetet. A

¢: [a,00]— 1, 00], o) =x+1—-a

leképezés bijektiv. Igy [a, co[~ [1, 00[. Tovabba a
P [1700[_”07 1]7 QO(JJ) =

leképezés bijektiv. gy [1,00[~]0,1]. Ezért minden [a, co[ intervallum konti-
nuum szamossiagi. Hasonldéan jarunk el nem korlatos intervallumok esetén.
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( 24. Tétel. R kontinuum szdmossdgu halmaz. )

Bizonyitds. Allitdsunk abbél kévetkezik, hogy a

x%rl ha z > 0,
e: R —]—1,1], o(z):=<X0 ha z = 0,
ﬁ haz <0

leképezés bijektiv. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

A fenti eredmények miatt jogos a kérdés, hogy van-e olyan valds szamokbdl allo
halmaz, amely nem megszamlalhaté és nem kontinuum szamossagi. Mit tudunk
mondani az irracionalis szamok halmazardl? A kdvetkezé tételbol kovetkezik, hogy
R\ Q ~ R és igy az irraciondlis szamok halmaza kontinuum szadmossaga
halmaz.

25. Tétel. Legyen A egy nem megszamldlhato, B eqy megszdmldlhato hal-
maz. Ekkor A\ B ~ A.

Bizonyitds. Mivel A = (A\ B)U (AN B) és AN B megszamlalhato, igy
A\ B nem lehet megszamlalhaté, mert akkor A is az volna. A\ B-nek van
egy X megszamlalhatéan végtelen részhalmaza (lasd a 24. Feladatot). Igy
(AN B)U X is megszamlalhatéan végtelen. Mivel X ~ (AN B)U X, igy van
olyan px bijektiv leképezés, amely az X halmaz elemeihez az (AN B) U X
halmaz elemeit rendeli. Ekkor a ¢: A\ B — A,

L haz € (A\ B)\ X,
ple) = {@X(x) ha x € X

leképezés bijektiv. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Vannak-e egyaltaldn mas fajta szdmossagok? Erre vilaszt ad a kévetkezd tétel.

26. Tétel (Cantor-tétel). Egy halmaz nem lehet ekvivalens a sajdt hatvany-
halmazdval, azaz A # P(A).

Bizonyitds. Legyen A egy tetszdleges halmaz és indirekt médon tegyiik fel,
hogy A ~ P(A). Ekkor van egy p: A — P(A) leképezés, ami bijektiv. Jelolje
B:={zx € A:x ¢ ¢(x)} és mivel a ¢ leképezés bijektiv, akkor Jy € A, hogy
¢(y) = B. A B halmaz definiciéja miatt erre az y elemre teljesiilne a

yeB = y¢ely) =B

allitdas, ami ellentmondas. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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A Cantor-tételbél kdvetkezik, hogy végtelen sok szdmossag van, hiszen egy halmaz
hatvanyhalmaza is halmaz, amelynek van hatvanyhalmaza, és igy tovabb. Az
is kovetkezik, hogy az Osszes halmazbdl 4ll6 halmazrendszer nem létezik, hiszen
ennek lenne hatvianyhalmaza, ami nala ,nagyobb” szamossagi. Ez utébbi preciz
jelentését a kévetkezo definici6 adja.

33. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmaz szdmossdga kisebb
vagy egyenlé mint a B halmaz szamossdga, ha van B-nek olyan rész-
halmaza, amely A-val ekvivalens. Jele: A 3 B. Ha még az is teljesiil, hogy
A és B nem ekvivalens, akkor azt mondjuk, hogy az A halmaz szdmos-
sdga kisebb, mint a B halmaz szdmossdga. Jele: A 3 B.

Ertelemszeriien, ha A =< B, akkor azt is mondjuk, hogy a B halmaz szdmossiga
nagyobb vagy egyenld mint az A halmaz szdmossdga, illetve A 3 B esetén azt, hogy
a B halmaz szdmossdga nagyobb mint az A halmaz szdmossaga. Az 1j jel6léssel a
Cantor-tétel allitasat tgy is frhatjuk, hogy A 3 P(A) tetsz6leges A halmaz esetén.

A kivélasztasi axidma teljestilése mellett igazolhatd, hogy két tetszéleges A és
B halmaz esetén az egyik halmaz szamossaga mindig kisebb vagy egyenl6 mint
a méasik halmaz szamossdga, azaz A X B vagy B X A. Ha pedig egyszerre
teljesiil, hogy A X B és B 3 A, akkor A ~ B. Ez ut6bbi 4llitast Bernstein-
Schroder-tételként ismerjiik.

Az eredeti probléméank tehat az, hogy van-e olyan A halmaz, melynek szdmossdga
nagyobb mint a megszamlalhat6 szdmossag, de kisebb mint a kontinuum szamos-
sdg, azaz N 3 A 3 R. A Cantor-tétel értelmében széba johet az A = P(N)
halmaz, azaz a természetes szamok Osszes részhalmazaibdl 4ll6 halmaz, de sajnos
a szamossaga nem kisebb mint a valds szamok szamossaga.

[ 27. Tétel. P(N) kontinuum szdmossdgu halmaz. )

Bizonyitds. A P(IN) halmaz ekvivalens az olyan sorozatok halmazaval, ame-
lyek csak a 0 vagy az 1 értéket vehetik fel. Valdban, az a leképezés, amely
minden természetes szamokbdl allé halmazhoz azt a sorozatot rendeli, amely
az n-edik helyen 1 all, ha n a halmaznak eleme, és 0 ha n a halmaznak nem
eleme, bijektiv.

Miésrészt a [0, 1] intervallum ekvivalens az olyan sorozatok halmazaval, ame-
lyek csak 0 vagy 1 értéket vehetnek fel, de nincs olyan elemiik, amitél kezd-
ve a sorozatok csupa l-esekbdl dllnak. Az el6bbi allitds igazolasara minden
z € [0,1] szdmhoz egy (z,) sorozatot fogunk rendelni a kévetkezok szerint.
Felezziik meg a [0, 1[ intervallumot a kévetez6k mdédon:

e [l
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Jelolje [a1,b1] az el6z6 két intervallum kozil azt, amely tartalmazza az x
értéket, illetve legyen x1 := 0, ha x az els6 intervallumban van és x1 := 1, ha
x a masodikban van. Majd hasonléan megfelezziik az [a1, b1 [ intervallumot:

a1 + by , a1 + by
ai, 5 és 5 ,b1] .

Jelolje [ag, bo[ az €l6z6 két intervallum koziil azt, amely tartalmazza az x ér-
téket, illetve legyen z9 := 0, ha z az els6 intervallumban van és x9 := 1, ha
z a masodikban van. Az [ag, by| intervallumot djra megfelezziik, hasonléan
meghatarozzuk az [as, b3[ intervallumot és az x3 elemet, és az eljarast tovibb
folytatjuk. Az eljarasbél egyértelmiien kapott (z,) sorozat csupa 0 és 1 ér-
tékekbdl all, de nincs olyan eleme, amitol kezdve a sorozat csupa 1-esekbdl
all. Forditva, egy ilyen (z,) sorozat egyértelmiien meghatarozza az a,, és by,
szdmokat és nem nehéz igazolni, hogy = = sup{a,: n € N}.

Ha X-szel jeloljik az olyan természetes szamokbol all6 halmazok halmazat,
amelyek véges sok szdm kivételével tartalmazzdk az Osszes természetes sza-
mot, akkor X ekvivalens az olyan sorozatok halmazaval, amelyek csak a 0
vagy az 1 értéket vehetik fel, de nincs olyan elemiik, amitél kezdve a soroza-
tok csupa l-esekbdl allnak. A fentiek szerint azt igazoltuk, hogy

[0,1] ~P(N)\ X,

de nem nehéz igazolni, hogy x megszamlalhaté halmaz. Ezért a 25. Feladat
allitasa szerint P(N) kontinuum szdmossagi halmaz. Ezzel a tétel allitasat
igazoltuk.

Igy még mindig nyitott kérdés, hogy van-e a megszdmlalhaté és a kontinuum szé-
mossag kozott més szdmossag. Ezt a kérdést eloszor Cantor vetette fel, és tugy
vélte, hogy ilyen szdmossag nincsen. Azoéta bebizonyitottdk, hogy az el6z6 allités,
amely kontinuumhipotézisként valt ismertté, a mai elfogadott halmazelmélet
axiomatikus felépitésben se nem igaz, se nem hamis és a kivalasztasi axidmatol is
figgetlen. A kontinuumhipotézis azt allitja tehat, hogy a valés szdmok minden
részhalmaza megszamlalhaté vagy kontinuum szamossagu.

A probléma, amibdl a kontinuumhipotézis sziiletett, miszerint van-e szamossag
a megszamlalhaté és a kontinuum szdmossag kozott, a matematika egyik ne-
vezetesebb megoldatlan problémai kozé tartozott. Fontossdgat mutatja, hogy
Hilbert nevezetes problémai koziil az elsé helyen emlitette. A problémara
adott meglep6 valasz, tehat az, hogy az allitdst nem lehet sem igazolni, sem
megcafolni, Paul Joseph Cohen (1934-2007) amerikai matematikus eredménye.

A kontinuumhipotézisnek van egy altalanositott alakja, amely kimondja, hogy
egy végtelen halmaz szdmossaga és hatvanyhalmazanak szamossaga kozott
nem létezik mas szamossag.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Hilbert-probl%C3%A9m%C3%A1k
https://hu.wikipedia.org/wiki/Paul_Cohen

8. Feladatok

27. Feladat. Legyen x, y és z egy test elemei. Bizonyitsuk be, hogy ha
T+y=x+2 vagy xy =xz (x#0),
akkor y = 2!

28. Feladat. Legyen y és z egy test elemei. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen x
testbeli elem 1étezik, amelyre z +y = 2 !

29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy test minden nem zéruselem multiplikativ
inverze nem lehet zéruselem!

30. Feladat. Legyen x, y egy test elemei. Bizonyitsuk be, hogy
(a) (—2)y = z(—y) = —(y),

(b) (=1)(—1) =1, igy (—1) multiplikativ inverze énmaga,

(c) (=2)(=y) = zy.

31. Feladat. Legyen x,y,u,v egy test elemei. Bizonyitsuk be, hogy

—X
a) — = —,
()_y ”

—x x T
b —_— ==,
(b) Y -y )

32. Feladat. Legyen F' egy test és n,m € N. Bizonyitsuk be, hogy

(a) han#1,akkorn—1€ N,
(b) ha n # m, akkor n —m € N vagy m —n € N.

33. Feladat. Legyen F' egy test és n € N. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 € N, akkor
—neN!

34. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikaju test valamint n,m € Z. Bizonyit-
suk be, hogy n+m € Z !

35. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikaju test és = az egész szdmokon értel-
mezett relacié, amelyre

n=<<m <= m-—n+1¢&N.

Lassuk be, hogy =< egy teljes rendezés!

o4
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36. Feladat. Legyen F egy 0 karakterisztikdja test valamint r, s € (). Bizonyitsuk
be,hogy r+s€Q,r—se€Q,rscQésr/seqQ!

37. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikaju test, x,y € F és n,m € N. Bizo-
nyitsuk be, hogy

n

a) haz#A0ésn—meN, akkorx—m:x"*m,
x

b) (xn)m — xnm’

n,,n

c) (zy)" = z"y",

n n
d) ha y # 0, akkor (3:) —_—
Yy y"
38. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha F' egy 0 karakterisztikaja test, akkor az
el6z6 feladat allitdsai kiterjeszthetdk testbeli egészekre is!

39. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikajua test, x € F' és n € Z. Bizonyitsuk
be, hogy (—z)"™ = z", ha n paros és (—z)" = —z", ha n paratlan!

40. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikaja test, a € F és n € N. Bizonyitsuk
be, hogy

n

E a = na.

i=1
41. Feladat. Legyen n,m € N. Jelentse
aj; € F (i=1,...,n, j=1,...,m)
egy
a:{1,...,n} x{1,...,m} - F
fiiggvényt, ahol a;; := a(4, j). Bizonyitsuk be, hogy

i=1j=1 j=11i=1

42. Feladat. Legyen n € N. Bizonyitsuk be, hogy

n 1 n n

PIOILTED I

i=1j=1 j=1i=j
43. Feladat. Legyen F egy 0 karakterisztikdja test, a,b € F', a,b# 0ésn € N.
Bizonyitsuk be, hogy

n
a®—b" = (a—0) Z a" "t
i=1
44. Feladat. Legyen F' egy 0 karakterisztikaju test, a,b € F, a,b #0ésn € N
paratlan. Bizonyitsuk be, hogy

a® + b = (CL + b) Z(_l)nan—ibi—l‘
i=1
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45. Feladat. Legyen F egy 0 karakterisztikaju test, g € F, ¢ # 1 ésn € N.
Bizonyitsuk be, hogy
Z_: 1-q

46. Feladat. Teljes indukcioval igazoljuk a kovetkez6 egyenloségeket minden n 0
karakterisztikdju testbeli pozitiv egész esetén

- n(n+1) - 2 _ n(n+1)(2n+1)
a k= ——, k )
PRA )
c , d 2k — 1
)gk‘(k‘—l—l) n+1 )1;::1( )
n(4n? — 1) - an(n+1)

(2k —1)* =

M= 1

2 —,

T‘T
—_
?
—_

n

9) Zk!-k:(n—l—l)!—l, h)zn: ! =1-—.

I
k=1 k=1 s

47. Feladat. A binomidlis tétel segitségével szamoljuk ki a kovetkezd Osszegeket.
" (n ~ n
(@ Y @ ) Z(—l)k@,
k=0 k=0
"1 (n " (n
— , d k .
o Sl o 24(;)

48. Feladat. Hatarozzuk meg a binomidlis tétel alapjan a kdvetkezo kifejezés azon
tagjat, amely nem tartalmaz x-t!

1 17
4 e
(\3/ 2 )

49. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és =, y,u,v € F. Bizonyitsuk be, hogy

a) x<y < 0<y—u,

b) <y <= —y< -z,

c) z<yésu<0 = yu<zu.

50. Feladat. Igazoljuk az el6zd feladat allitasait szigorian kisebb reldcié esetén!

51. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és x,y € F'. Bizonyitsuk be, hogy

(a) az z <y, x = y vagy x > y esetek koziil egy és csak egy teljestil (trichotomia),
(b) <y = x+ 2z <y+ 2z minden z € F esetén,

(c) z>0ésy>0 = zy > 0.
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52. Feladat. Igazoljuk, hogy egy rendezett test egész elemeinek halmaza csak
egyféleképpen rendezhetd!

53. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és x,y € F. Bizonyitsuk be, hogy

0<x<y == <

< | =
SHE

54. Feladat. Igazoljuk, hogy a raciondlis szamtest csak egyféleképpen rendezheto,
hogy rendezett test legyen!

55. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és x,y,u,v € F. Bizonyitsuk be, hogy
r<y<u<lvw — u—y<v—2x.

56. Feladat. Legyen F' egy rendezett test valamint a;,b; € F (i = 1,...,n).
Bizonyitsuk be, hogy ha a; < b; teljesiil minden 7 = 1,...,n esetén, akkor

a) iai Sibla

i=1 =1

n n
b) ha még van olyan j € {1,...,n}, amelyre a; < b;, akkor Zai < Zbi‘
i=1 i=1

57. Feladat. Legyen F' egy rendezett test, x,y € F valamint n € N. Bizonyitsuk
be, hogy

a) 0<z<y = 0<a™ <y",
b) x <y <0ésnpiros — 0<y"” <z,
¢) ¢ <y <0ésn paratlan = 2" <y" <0.
58. Feladat. Legyen F' egy rendezett test, z,y € F valamint n € N. Bizonyitsuk
be, hogy
a) " =y" és n paratlan = x =y,
b) 2 = y" és n pdros = x =y vagy T = —y.
59. Feladat. Legyen F egy rendezett test. Bizonyitsuk be, hogy minden x,y € F
esetén
i) | -al = lal,

2]

yl’

X

ii) ha y # 0, akkor

iii) ||z — |yl| < z] + [yl
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60. Feladat. Legyen F' egy rendezett test valamint a; € F' (i = 1,...,n). Bizo-
nyitsuk be, hogy

n

<Y agl.

=1

n
D
=1

61. Feladat. Legyen F egy rendezett test. Bizonyitsuk be, hogy minden x,y € F
esetén

i) |z| = xsignz,
ii) x = |z|signz,
iii) sign(zy) = signz - signy.

62. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és x1,...,x, € F. Bizonyitsuk be,
hogy az A := {z1,...,z,} halmaznak van legkisebb és legnagyobb eleme!

63. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és x,y € F'. Bizonyitsuk be, hogy
1
max{z,y} = 5(z +y+ |z —yl),
) 1
min{z,y} = S(z +y — |z - yl).

64. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és n € N. Bizonyitsuk be, hogy nincs
olyan m € N, hogy n < m <n+ 1.

65. Feladat. Legyen F egy rendezett test, x € F', de ¢ Z. Bizonyitsuk be, hogy
minden n € N esetén x +n ¢ Z !

66. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és A C F. Bizonyitsuk be, hogy ha
A-nak van als6 és fels6 hatara, akkor inf A < max A !

67. Feladat. Legyen F egy rendezett test, A C F' valamint —A := {—a: a € A}.
Bizonyitsuk be, hogy

a) ha A-nak van alsé hatdra, akkor —A-nak van fels6 hatéra és sup —A = infA,
b) ha A-nak van fels§ hatdra, akkor —A-nak van alsé hatara és inf —A = supA,
c¢) ha inf A = —o0, akkor sup —A = o0, és ha sup A = oo, akkor inf —A4 = —o0.

68. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és A C F olyan halmaz, amelyhez
Jk € F*, hogy © > k minden # € A esetén. Bizonyitsuk be, hogy ha A-nak
van alsé hatdra, akkor az A=! := {a~!: a € A} halmaznak van felsé hatéra és
sup A~ = (inf A)~L.

69. Feladat. Legyen F' egy rendezett test, A, B C F valamint A C B. Bizonyitsuk
be, hogy ha A-nak és B-nek van alsé hatara, akkor inf A > inf B. Ha A-nak és
B-nek van felsé hatéra, akkor sup A < sup B.
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70. Feladat. Legyen F' egy rendezett test és A, B C F. Bizonyitsuk be, hogy ha
A-nak és B-nek van als6 hatara, akkor az A U B-nek is van alsé hatara és

inf AU B = min{inf A, inf B}.

71. Feladat. Teljes indukcié alkalmazasaval igazoljuk a kévetkez6 egyenlotlensé-
geket a valds szdmok halmazan!

a) 2" >n? neN\{l,23,4}, bn'>2" neN\{l,2 3}

c)n >nl, neN\({l}, d)i;k<g, ne N\ {1},
k=1
&l i (2n))
e) ’gn+k>1, n €N\ {1}, f)n+1<(n!)2, n €N\ {1, 2},
2k —1)? 1

9) Y. —=>+n, neN\{1}, h I1 — < , neN.
=V o (2k) 3n+1
72. Feladat. Legyen a,b € RT, n,m € N és k € Z. Bizonyitsuk be, hogy

a) "g—%
b_%’

b) = (va)"

c¢) ha n péros, akkor {/a™ = |a|, és ha n paratlan, akkor {/a" = a.

73. Feladat. Legyen p egy primszdm. Bizonyitsuk be, hogy ,/p irracionélis szdm!

74. Feladat. Altaldnositsuk a hatvanyozas tulajdonsdgait raciondlis kitevéjii hat-

vanyok esetére!

75. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy R minden véges szdmossagi halmaza korlatos!
76. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha n,m € N, akkor
{1,...,n} ~{1,...,m} = n=m.
77. Feladat. Legyen A és B két véges halmaz. Bizonyitsuk be, hogy
|AUB| = |A|+ |B|—|ANB|.

78. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a természetes szamok minden véges részhal-
mazainak halmaza megszamlalhato!

79. Feladat. Legyen A egy megszamlalhatd, B egy végtelen halmaz. Bizonyitsuk
be, hogy AUB ~ B!

80. Feladat. Legyen I' megszamlalhat6 halmaz, tovabba az {A,: v € I'} halmaz-
rendszer minden eleme megszdmlalhaté. Bizonyitsuk be, hogy a U, 4y halmaz
megszamlalhato!
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81. Feladat. Mutassuk meg, hogy legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok pé-
ronként diszjunkt intervallumot lehet megadni a szamegyenesen!

82. Feladat. Igazoljuk, hogy a sik azon pontjainak halmaza, melynek mindkét
koordinataja egész szam, megszamlalhatd!

83. Feladat. Igazoljuk, hogy az egész szamokbdl all matrixok halmaza megszam-
lalhato!

84. Feladat. Adjunk meg tobb olyan bijektiv leképezést, amellyel a pozitiv sza-
mok halmazéhoz hozzarendeli a valés szdmok halmazat!

85. Feladat. Adjunk meg t6bb olyan bijektiv leképezést, amellyel a ]0, 1] inter-
vallumhoz hozzarendeli az [1, oo[ intervallumot!

86. Feladat. Adjunk meg olyan bijektiv leképezéseket, amellyel igazolhatdk a
kovetkez6 allitasok!

a) [07 l[N [07 00[7 b) [07 I[N]Ov OO[,
C) [Oa 1[N [1700[’ d) ] — 00, 1[N [LOO[’
e) 10,1[~ R, f)]—1,00~R.

87. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy R x R kontinuum szamossagu halmaz!

88. Feladat. Adjon meg olyan bijektiv leképezést, amellyel az irraciondlis sza-
mokhoz hozzérendeli a valos szdmokat!

89. Feladat. Adjunk meg olyan bijektiv leképezést, amellyel a zart egységnégy-
zethez hozzérendeli a [0, 1] intervallumot!

90. Feladat. Adjunk meg olyan bijektiv leképezést, amellyel az egy sugarta kor-
laphoz hozzarendeli a [0, 1] intervallumot!

91. Feladat. Igazoljuk, hogy azon sikbeli haromszogek halmaza, melyeknek a
teriilete egész szam, kontinuum szdmossagu!

92. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B nem iires halmazok, és van olyan
f:A— B, hogy Ry = B, akkor B 3 A.
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