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1. Bevezetés

A fiiggvény folytonossaga a valds fiiggvények legfontosabb tulajdonsigaihoz tarto-
zik, ezért a fliggvény tobbi elemi tulajdonsaga mellett a folytonossadgot mar kozép-
iskolaban tanultuk. Am a tobbi tulajdonsiggal ellentétben a folytonossag fogalméat
intuitiv médon adtdk meg. Ennek az az oka, hogy amig a fliggvény monotonitasa,
korlatossaga, széls6értékei, stb. egyszeriibb relacidkkal fejezheté ki, a folytonos-
sag mélyebb matematikai tudast igényel. Pedig nem tiinik olyan bonyolultnak,
ha a fliggvény grafikonjabol indulunk ki. A grafikon pontjai gyakran egy gorbe
vonalban allnak 6ssze. Ez a gorbe vonal egy adott pontban megszakadhat, hogy a
pont maésik oldalan tul egy maéasik gérbe vonalat alkosson. A folytonos fliggvények
lennének azok, amelyeknek grafikonja a ceruza felemelése nélkiil megrajzolhatdak.
Sajnos ez a kozépiskoldban tanult intuitiv kép nem felel meg teljesen a matematikai
analizisben alkalmazott fiiggvény folytonossaganak.

A fuggvény fogalmét és a hozza kapcsolédd altaldnos elnevezéseket és jeloléseket
a ,Halmazok, relacidk, fliggvények” cimi tananyagon vezettiik be. A valds fiigg-
vény tulajdonsagaival mér a ,Valos fliggvények” cimii tananyagban foglalkoztunk.
Ezekbol megtudtuk, hogy a fliggvény fogalma nagyon altalanos, és egy valés fiigg-
vény grafikonja nem feltétleniil all 6ssze goérbe vonalakbdl. Arrdl nem is beszélve,
hogy a geometrian alapulé intuitiv fogalmakat szinte lehetetlen a gyakorlatban
szamolas utjan ellenérizni. Ezért a matematikai analizisben a folytonossigra egy
,hasznalhatébb” fogalmat fogunk megadni.

Meglep6 moédon a folytonossiagot nem az egész fliggvényre, hanem az értelmezési
tartomanyanak egyes pontjaira fogjuk el6szor értelmezni. Lényegében akkor neve-
ziink egy fliggvényt valamely értelmezési tartomanybeli pontjaban folytonosnak,
ha a pont kis megvaltoztatasa esetén a hozzatartoz6 érték is csak kicsit valtozik
a pont megvaltoztatasanak fliggvényében. Természetesen ezt preciz matematikai
eszkozokkel fogjuk leirni. Ez az jelenti, hogy a folytonossag elsésorban pontbeli
tulajdonséag, és csak akkor mondjuk, hogy az egész fiiggvény folytonos, ha minden
értelmezési tartomanybeli pontjaban folytonos.

Az 1j fogalom valtozasokat hoz a kdzépiskolaban tanultakhoz képes. Példaul az

f: R\ {0} - R, f(x) ==

fliggvény folytonos lesz, hiszen az x = 0 nem értelmezési tartomanybeli pont, és
ezért ott nem vizsgalhatjuk meg a folytonossigot, azonban grafikonja nem raj-
zolhaté meg a ceruza felemelése nélkiil. Azonban a dolgok mélyén az 1j fogalom
nem hoz lényeges valtozast a kozépiskolaban tanult fiiggvényekhez képest, mégis
alkalmazni tudjuk joval ,0sszetettebb” fliiggvények esetében is.

A tananyag 2. Részében még csak a pontbeli folytonossag fogalméaval ismerkediink
meg. A Cauchy-féle definiciébél kiindulva grafikusan és két kidolgozott példaval
szemléltetjiik az Gj fogalmat. De ezutan atériink egy vele ekvivalens fogalomra, az
un. Heine-féle definiciéra, amit végig ,atviteli elvnek” fogunk nevezni a tananyag
soran. Az atviteli elv jelentésége, hogy vele a fliggvények pontbeli folytonossidga
visszavezethet6 sorozatok hatarértékszamitasara. Ebben a részben szintén targyal-
juk a fiiggvények bal- és jobboldali folytonossagat egy megadott pontban.
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A 3. Részben részletesen foglalkozunk az elemi fiiggvények folytonossiagaval. Ehhez
elobb meg kell nézziik, hogyan viszonyulnak a fiiggvénymiveletek, az inverz képzés
és az Osszetett fliggvények a folytonossaghoz. Azt fogjuk igazolni, hogy az elemi
fliggvények folytonosak minden értelmezési tartomanybeli pontjukban.

A [ Valos fliggvények” cimli tananyagban megadtuk a valds fliggvények tulajdon-
sagait, és vizsgaltuk a koztilk 1év6 kapcsolatokat. Mivel a folytonossagot akkor
még nem tanultuk, igy a tanagyag 4. Részében szeretnénk poétolni ezt a hianyos-
sagot gy, hogy megvizsgaljuk, hogyan viszonyulnak az intervallumon értelmezett
folytonos fiiggvények a jeltartdshoz, a korldtossaghoz, a széls6értékekhez, a zérus-
helyekhez, a monotonitdshoz és a konvexitashoz. Az egyik relevans eredmény az,
hogy egy korldtos és zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény korlatos,
felveszi a maximumat, minimumat, és a koztiik 1évé értékeket. Ez a tulajdonsag
fontos példaul egyenletek numerikus megoldasainak megkeresése esetén.

Ezutan egy olyan fogalom keriil targyldasra, amely er6sebb a folytonossagnal. Az
egyenletes folytonossig egy nagyon hasznos tulajdonsig, amivel tobbszor talalko-
zunk majd késObbi tanulmanyainkban. Ezt mar nem egy pontban, hanem egy
halmazon értelmezziik, és légyege az, hogy a Cauchy-féle definiciéban szerepld
e-tol fiiggd & ,,egyenletesen” adhaté meg a halmaz minden pontjara. Ilyenek tu-
lajdonséggal rendelkeznek a korlatos és zart intervallumon értelmezett folytonos
fliggvények.

A fiiggvény folytonossaga olyan feltételeket kivetel a pont kornyezetétol, amelyek
egyértelmiien meghatarozzak a fliggvény értékét a pontban. Ez azt jelenti, hogy ha
egy fiiggvény folytonos egy adott pontban, de nem ismerjiik a fliggvény pontbeli
értékét, akkor ezt a pont kornyezetében 1évo értékek segitségével tudnank meg-
hatarozni. Ez vezet a fiiggvény pontbeli hatarérték fogalmahoz, ami az az érték,
amelyet a fliggvénynek egy adott pontban kell felvennie, hogy ott folytonos legyen.
Ez szamos alkalmazést tesz lehetové. Gondoljuk példaul az

iR —>R, f(x):=2"

fliggvényre, amelyet az irraciondlis helyeken tgy értelmeziink, hogy a fliggvény
folytonos legyen. Vagy egy mozgd testre, amelynek pillanati sebessége csak az
adott id6pont koriili elmozduldsa alapjan hatarozhaté meg, hiszen egy konkrét
idépillanatban a test nem mozdul el. Nem csak a fizikdban, hanem maés tudo-
manyagakban is alkalmazzak a fiiggvény pontbeli hatarértékét fogalmak megal-
kotdsara. A differencidlhanyados is az ilyen fogalmak kozott szerepel. Ezért a
fliggvény pontbeli hatarértéke a matematikai analizis egyik legfontosabb fogalma.

A 6. Részben felépitjiik a hatarérték kiszamitasahoz sziikséges matematikai appa-
ratust a L’Hospital szabaly kivételével, hiszen az ehhez sziikséges differencidlsza-
mitas egy késébbi tananyag témdja lesz. A kovetkezd részben mar olyan esetet
vizsgalunk, ahol a fliggvény pontbeli hatarértéke nem létezik. Ez kiilonféle szaka-
dasi helyekhez vezet majd. Ehhez kapcsoldéddan sok feladatot oldunk meg.

Az utolsé szakmai ismereteket tartalmazé részben is hatarértékszamitasrol lesz szo,
de most is egy 1j fogalommal lesz dolgunk. A fiiggvény hatarértéke a végtelenben és
a minusz végtelenben a fliggvénynek nagy értékli x pontokban torténd viselkedését
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irja le. Arrol szél, hogy merre tart a fliggvény gorbéje, ha az x érték tulontul
né vagy tulontdl csokken. Latni fogjuk, hogy itt gyakran tudjuk alkalmazni a
sorozatok hatarértékére vonatkozé technikdkat.

A tananyag feldolgozdsanak mddszere a mar kidolgozott

1. Halmazok, reldcidk, fiiggvények [10]
2. Valés szamok [11]

3. Valés fuggvények [12]

4. Szamsorozatok és tulajdonsagaik [13]

5. Hatéarértékszamitas [14]

cimi tananyagokhoz hasonld, azaz a matematikdban szokésos négyes tagozddasbol
all: definicié, tétel, bizonyitds, alkalmazas (feladatok). A jobb megértést el6segi-
ti, hogy a definicidkat egyszerii példakkal szemléltetjiik. A definidlt fogalmakra
tételeket mondunk ki és precizen bizonyitjuk ezeket. A tananyag teljes elsajatita-
sahoz tobb mintafeladatot oldunk meg. Az utolsé részben feladatokat tliziink ki
megoldas nélkiil, melyek a lehetséges gyakorlati foglalkozasok anyagat képezhetik.
Megoldasuk el6tt javasoljuk a tananyagban megoldott feladatok tanulményozésat
és megértését.

A fejezetben N, Z és R szimbdlumokkal jeloljik a természetes, egész és valds
szdmok halmazat. Ha kiilon nem jeloljiik, akkor az eléfordulé betiik (latin, gorog)
mindig valds szamokat jelentenek.


http://bit.ly/toledo-halmazok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_fv
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2. A folytonossag fogalma

A bevezetésben leirtak szerint szakitani fogunk a folytonossag kozépiskolaban ta-
nult intuitiv megkozelitésével, és pontbeli fogalomma tessziik. Ez azt jelenti, hogy
a folytonossagot elOszor a fliggvény értelmezési tartomanyanak egyes pontjaiban
fogjuk értelmezni.

1. Definicié. Legyen H C R és f: H — R egy valds fligguény. Azt mond-
juk, hogy az f fliggvény az xo € H pontban folytonos, ha

Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy ha |x—xo| < 6 és x € H, akkor |f(x)— f(z0)| < €.

Az el6z6 definiciét a fliggvény pontban vald folytonossaganak Cauchy-féle defini-
cidjaként is ismerik.

A kovetkezd abraval szeretnénk szemléltetni az el6z8 fogalmat. A definicié szerint
az f fliggvény H értelmezési tartoméanya tetszOleges valds szdmhalmaz lehet, de
a jobb szemléltetés érdekében tegytk fel, hogy H =la,b| egy nyilt intervallum,
amelynek belsé pontja xg. Vegylink egy tetszbleges € > 0 szdmot és rajzoljunk
egy, az x tengellyel parhuzamos 2¢ szélességli savot, amelynek szimmetriatengelye
atmegy az (zo, f(x0)) koordinataju ponton.

Yy
,,,,,,,,,,,,,,,,,, - N
E
f(xo) ------- 17
€ 1
****************** i
% — - T

A definicié szerint, ha f folytonos az xy pontban, akkor rajzolhatunk egy, az y
tengellyel parhuzamos 20 szélességii savot, amelynek szimmetriatengelye szintén
atmegy az (xo, f(x0)) koordindtdju ponton, és az x €]Jzg — 0, xg + [ értékek esetén
a fliggvény grafikonja a

T =|zg — b, 20 + d[X]f(x0) — &, f(x0) + €]

téglalap belsejében halad.
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Vegyiik észre, hogy azok az x pontok, amire |z —xz¢| < 0 teljesiil, az xg kozépponti
0 sugaru kornyezetet alkotjak. Hasonldéan azok az y pontok, amire igaz, hogy
ly— f(z0)| < &, az f(x) kozéppont € sugari kornyezetet adjak. Ezért a fiiggvény
pontban valé folytonossaga a kévetkez6 mdédon is fogalmazhaté:

egy fliggvény folytonos egy értelmezési tartomanybeli pontban, ha
a pont fliggvény szerinti képének barmely kornyezetéhez taldlunk a
pontnak olyan kornyezetét, amely esetében minden benne talalhato
értelmezési tartomanybeli elem fliggvény szerinti képe benne lesz a pont
fliggvény szerinti képének szoban forgd koérnyezetében.”

Nézziink néhany példat! Az
f:R—R, f(z) == a?

fliggvény folytonos minden értelmezési tartomanybeli pontjaban, hiszen minden
g € R esetén, ha € > 0 tetszbleges és

6 :=/|zo* + & — |zol,

ami nyilvinvaléan egy pozitiv szdm, akkor minden |z — xg| < 0 esetén
|f(z) = f(xo)| = |2 — 3| = |& — oz + zo| =

= |z — zo||(xz — zo) + 220| <
< |z = zo|(Jz — @o| + 2|zo]) <
< 88 + 2|zo|) = 6% + 20|z =
= (Vo2 + & = |o])? + 2(\/|o|? + € — o) |xo| =
= |zo|? 4+ & — 2/ |mo|? + €|zo| + |z0|* + 24/ |z0|? + €|20| — 2|20]* =
=£.

Tehét minden e > 0-hoz taldlunk olyan § > 0 szdmot, hogy ha |z — x¢| < §, akkor

[f(z) = f(xo)| <e,
azaz az 1. Definiciéban szerepl$ feltételek teljesiilnek. Igy az f(z) = 22 fiiggvény
folytonos minden zg € R pontban.

Vegyiik észre, hogy az el6z6 példaban § nem csak e-tél, hanem az xy pont megva-
lasztasatol is fiigg, hiszen a

g
0 :=/|zol* + & —|xo| =
Vlzol* + € + |zl

atalakitasbol is lathatd, hogy minél nagyobb abszolut értékii xg pontban nézzik a
folytonossagot, annal ,,meredekebb” lesz a fliggvény az xg pont kérnyezetében, és
igy kisebb § érték mellett tudjuk csak az |f(x) — f(xo)| < € feltételt garantéalni.
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Vizsgaljuk meg most az

1
fiRA{0} =R, fla):=—
fliggvényt! Legyen xg # 0 és € > 0 egy tetszbleges szdm, tovabba
_ _Elzof
. 1+ E|.CC()‘ .

Nem nehéz igazolni, hogy ¢ < ||, illetve ha |z — xg| < §, akkor |x| > |zg| — . Ez
utobbi az
o] = [(x0 — @) + x| < |& — zo| + 2] < 6+ |

becslésbél kovetkezik. Ezért, ha |z — x| < 4, akkor

1 1
T i)

o |$—.’E()| 5

|f (@) = f(zo)| =

~zllzol T (Jwol = 8)|wo|

E|.§Uo|2 1

: - =
1+ ¢|zo] (|x0| - 11?710') |zo

glwo|

elxol?
(1+eleol) (lzol — £L227)

elzol _ elzo| _
(1 + elzol)|zo| — elzo|? |0

Igy az el6z6é példdhoz hasonléan minden £ > 0-hoz taldlunk olyan & > 0 szdmot,
hogy ha |z — z¢| < d, akkor

[f(x) = flzo)| <e.

Tehat a definicié alapjan igazoltuk, hogy a fiiggvény folytonos minden xy # 0
pontban, azaz minden értelmezési tartomanybeli pontban.

2. Definicié. Akkor mondjuk, hogy eqy valos fligguény folytonos, ha minden
értelmezési tartomdnybeli pontjiban folytonos.

Az el6z6 definicié értelmében az f: R — R, f(z) := x? fiiggvény folytonos, és ez
nem okoz meglepetést, ha figyelembe vesszik azt az intuitiv fogalmat, amelyet a
folytonossagrél tanultunk kozépiskolaban. De az elébb igazoltuk, hogy az

1
FrRA{O} =R, f(2):=—
fliggvény minden értelmezési tartomanybeli pontjaban folytonos. Ez azt jelenti,

hogy folytonos fiiggvény, pedig teljes grafikonja a ceruza felemelése nélkiil nem
rajzolhaté meg.
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Azonban ha értéket rendeliink az z = 0 pont-
hoz, akkor az igy kapott f: R — R,

%, ha x # 0,
J@):= {o, ha z = 0,

fliggvény nem folytonos, mert nem folytonos az
xo = 0 pontban, amely mar az értelmezési tar-

tomanyahoz tartozik. Valdéban, ha ¢ = 1 és
x # 0, akkor
£@) = )] = |7~ 0 = 7 <1
x) — f(xg)|=|— -0 = — =¢
e ]

csak akkor teljesiil, ha |z| > 1. De minden § > 0 esetén az |x — 2| < § (azaz
|z| < §) egyenlétlenséget teljesité = értékek koziil van olyan, amire 0 < |z| < 1
teljestil. A fentiek szerint erre az x értékre |f(z) — f(zo)| < € nem teljesiilhet.

Azokat az értelmezési tartomanybeli pontokat, ahol a fliggvény nem folytonos,
szakadasi helyeknek hivjuk. Ennek értelmében az

L haz#0
x) =" ’
/(@) {0, ha x =0,

fliggvénynek szakadési helye van az x = 0 pontban.

Az 1. Definicié egyik meglepo kévetelménye, hogy ha a fiiggvény értelmezési tarto-
manyanak van egy izolalt pontja, akkor ott a fiiggvény folytonos, fiiggetlen attdl,
hogy milyen értéket vesz fel. Egy halmaz izoldlt pontja olyan halmazbeli elem,
amelynek van olyan koérnyezete, ami nem tartalmaz téle kiilonb6z6 halmazbeli

elemet. Példaul az
22, haz €[0,1],
) =
/(@) {0, ha x = 2,

fiiggvény értelmezési tartomanya H = [0,1] U {2}, amelynek egy izoldlt pontja
van, az xg = 2 helyen. Minden xzg izolalt pont esetén van olyan & > 0, hogy
az Osszes értelmezési tartoméanybeli pontok koziil csak z¢ tudja az |x — zo| < §
feltételt teljesiteni. Az el6zé példdban a § = 1 j6 valasztas az xg = 2 pontra. Igy
az | f(z) — f(xo)| < € feltételt csak x = xg esetén kell vizsgalni, ami nyilvanvaléan
minden € > 0 esetén teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a pontbeli folytonossighoz
sziikséges feltételek teljestilnek minden xg izolalt pontban.

Ha a definicié alapjan azt szeretnénk eldonteni, hogy egy fliggvény folytonos-e egy
megadott pontban, akkor nagy tigyesség kell ahhoz, hogy az |f(x) — f(z¢)| kife-
jezést megfelel6 médon becsiilni tudjuk. El6fordul az is, hogy az el6z6 kifejezés
bonyolultsdga szinte lehetetlenné teszi a feladat megoldasat. A pontbeli folyto-
nossag eldontésére van egy vele ekvivalens allitas, amelyet atviteli elvként vagy a
pontban valé folytonossag Heine-féle definici6jaként is ismeriink.
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4 )
1. Tétel (Atviteli elv pontbeli folytonossagra). Legyen H C R, illetve
f: H — R egy valos fligguény. FEkkor az f fiigguény akkor és csak akkor
folytonos az xg € H pontban, ha minden xq értékhez tarto, H-beli elemek-
bél allo (x,) sorozat esetén teljesiil, hogy az yn, = f(xy,) sorozat az f(x)

L értékhez tart. )

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos az xg € H pontban
és (x,) egy olyan sorozat, amely H-beli elemekbdl &ll és zp-hoz tart. Legyen
€ > 0 tetszOleges. A pontbeli folytonossdg definicibéja szerint

36 > 0, hogy ha |z —xo| < 6 és v € H, akkor |f(z) — f(z0)| < e.

Az x, — xo hatarértékbdl kovetkezik, hogy

dng € N, hogy |z, — zo| < J, ha n > ng.
Mivel x,, € H és |x,, — xo| < 9, {gy |f(zn) — f(z0)| < &, ha n > ng, ami a
hatérérték fogalma szerint azt jelenti, hogy f(z,) — f(xo).
Maésrészt tegyiik fel, hogy az f fiiggvény nem folytonos az x¢g € H pontban.
Ekkor de > 0, hogy V¢§ > 0-hoz taldlunk olyan z € H szamot, amire

[z —xo| <0 & [f(z) = f(zo)| >

teljesiil. Legyen 6, = % minden n € N esetén és minden ilyen d-hoz va-
lasszunk olyan z,, H-beli értéket, amire a fenti két egyenl6tlenség teljestl.
Igy olyan sorozatot taldltunk, ami H-beli elemekbdl &ll, és

o =20l < 65 1fan) = f(zo)| > 2

teljesiil. Az els6 egyenlGtlenség miatt z,, — xg, de a masodik egyenlétlenség
miatt f(x,) % f(xo). Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az atviteli elv jelentésége, hogy a fliggvények pontbeli folytonossaga visszavezethe-
t6 sorozatok hatarértékszamitasara. Ez utobbival mar nagyon sokat foglalkoztunk
a ,Szamsorozatok és tulajdonsagaik”, valamint a ,Hatarértékszamitas” cimi tan-
anyagokban, igy errél sok ismeret all rendelkezésiinkre. Lassuk, hogyan tudjuk ezt
alkalmazni a gyakorlatban. Igazoljuk, hogy az

f:R—>R, f(z) =223 -z +1

fiiggvény folytonos! Legyen x( egy tetszéleges valos szam és (x,) egy xo-hoz tartd
tetszéleges sorozat. A hataratmenet és a miiveletek felcserélhet6ségébél kévetkezik,
hogy ha x,, — x¢, akkor

flzy) = 2xf’l —zp+1— 21‘8 —xo+ 1= f(x).

Igy az 4tviteli elv alapjan mondhatjuk, hogy az f fiiggvény folytonos az z pont-
ban. Mivel zq tetsz6leges volt, igy azt igazoltuk, hogy a fliggvény folytonos.
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1. Feladat. A kovetkezd fiigguényeket a lehetséges legbévebb halmazokon ér-
telmezziik. Melyik pontban folytonosak ezek a fiigguények?

Megoldds:

(a)

(@) f(@)= 5, () f(@):=lal
(¢) f(x):=signz, (d) f(x):==x+signz,
(e) f(@):=|alsigna, (f) f(x) i=sign(a® — z) + signa,
0, hazeQqQ, _J0, hazeQqQ,
(9) f(a) = {17 PR CIOE {x PP
fx) = ﬁ
A fliggvény minden valds szamra értelmezhetd, kivéve az v = —1ésx =1

helyeken. Ha zg,x, € R\ {—1,1} minden n € N esetén és x,, — xo egy
tetszOleges sorozat, akkor a hatardtmenet és a miiveletek felcserélheto-
ségbol kovetkezik, hogy

T, Zo

flan) = 5 = g = J)

Igy az atviteli elv alapjan mondhatjuk, hogy az f fiiggvény folytonos az
xo pontban, azaz minden értelmezési tartomanybeli pontjaban folytonos.

Az abszolut érték fliggvény minden z € R pontban értelmezhetd. Igazolni
fogjuk, hogy a fiiggvény folytonos, és ezt kétféle mdédon is meg tudjuk
tenni. Az elsé mdd az atviteli elv alkalmazdsaval torténik. Azt kellene
igazolni, hogy minden zy € R és =, — x( tetszbleges sorozat esetén
|xn| — |xo|, ami megtaldlhaté a ,,Hatarértékszamitas” cimi tananyagban.
A misik méd az

|zl =yl <z -yl (z,y €R) (1)
egyenlGtlenségen alapszik, ami azért igaz, mert

lz] = [(z —y) +y| < |z —y|+ |y == lz| — |y| < |z —yl

lyl =z + (y —2)| < [z] + |z — y = 2| — |y| > —|z — y|.
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Az el6z6 két egyenlStlenséget Gsszefoglalva
—lz =yl < 2| =yl < |z —yl,

amibél (1) kévetkezik. Legyen most g € R, € > 0 tetszbleges és § := ¢.
Ekkor az elébb igazolt (1) egyenlStlenség miatt, ha |x — x| < d, akkor

£ (@) = f(zo)| = l[z] — |xo|| < |z — zo| <6 =¢,

azaz a pontbeli folytonossdg definicija szerint az f(z) = |z| folytonos
tetszbleges o € R pontban.

(c) ’f(:c) = signﬁ‘

A szignum fiiggvény értelmezése a ko-
vetkezo: 1;—
—1, haz >0, 0 1
signx =<¢0, hax=0, 1
1, ha z > 0.

f(x) =signzx

Legyen xzg > 0 és z,, — x¢ egy tetszlOleges sorozat. Ekkor x, > 0 véges
sok n indext6l eltekintve, és ezekre f(x,) = 1 teljesiil. Mivel f(z¢) =1,
igy f(zn) — f(x0), azaz az atviteli elv szerint a fiiggvény folytonos az xg
pontban. Ezzel azt igazoltuk, hogy a fiiggvény minden pozitiv pontban
folytonos, és hasonlé médon igazolhaté, hogy a fiiggvény szintén minden
negativ pontban folytonos.

Ha z¢ = 0, akkor vegyiik az z, := % sorozatot. Ekkor f(z¢) = 0, de
f(zn) = 1 minden n € N esetén. Igy =, — 0, de f(z,) 4 f(z0), amibél
kovetkezik, hogy a fliggvény nem folytonos az xy = 0 pontban.

(d) ’f(:r) ‘= x +signz

A fliggvény minden valés szamra értelmezhetd. Tegytik fel, hogy xg # 0
és x, — xo egy tetszdleges sorozat. Az el6bb igazoltuk, hogy a szignum
fuggvény folytonos az xg pontban, igy az atviteli elv szerint igaz, hogy
sign x,, — sign xg. Ezért

f(zyn) =y +signx, — o + signxg = f(zo).

Igy az atviteli elv szerint f folytonos az x¢ pontban, azaz minden nem
nulla pontban folytonos.

Ha zo = 0, akkor vegyik az x, := % sorozatot. Ekkor f(xp) = 0, de
f(zn) = L +1 minden n € N esetén. Igy z, — z9, de f(x,) = 1 # f(x0),

n
amibol kdvetkezik, hogy a fliggvény nem folytonos az g = 0 pontban.
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() [f(@) = [x|signa]

A fliggvény minden valés szamra értelmezhetd. Tegytik fel, hogy xg # 0
és x, — xo egy tetszdleges sorozat. Az el6bb igazoltuk, hogy a szignum
fliggvény folytonos minden nem nulla pontban, igy az atviteli elv szerint
sign x, — signzg. Tovabba az abszolut érték fiiggvény folytonossagabdl
kovetkezik, hogy |z,| — |zo|. Ezért

f(xn) = |zp| signx,, — |xo|signzg = f(x0).

Igy az atviteli elv szerint f folytonos minden zy # 0 pontban.

Legyen g = 0 és z, — 0 egy tetszbleges sorozat. Ekkor f(zp) = 0,
és mivel az abszolut érték fliggvény folytonos az xy = 0 pontban, igy
az atviteli elv szerint |x,| — |0] = 0. A signz, sorozatrél nem tudjuk,
hogy konvergens-e, de korlatos sorozat lesz, hiszen csak a —1, 0 vagy 1
értékeket vehet fel. A  Hatarértékszamitas” cimii tananyagban igazoltuk,
hogy egy nullsorozat és egy korlatos sorozat szorzata tart nulldhoz. Ezért

f(xn) = |zp|signx, — 0= f(xo).

Igy az atviteli elv szerint f folytonos az zo = 0 pontban is.

(f) | f(z) := sign(z? — ) + signx

A maésodfoki egyenl6tlenségekbél tanultak szerint

>0 haz<0vagyz>1,
2 —2{<0 ha 0 <z <1,
=0 hax=0vagyzx=1,

amibol kovetkezik, hogy

1 ha x < 0 vagy = > 1,
sign(z? —z) =< -1 hal0<uz<]1,
0 ha z =0 vagy x = 1.

Ha ezt 6sszevetjiik a szignum fliggvény értelmezésével azt kapjuk, hogy

0 hax<l1,
sign(z? —z) +signz ={1 haxz=1,
2 hax>1.

Az Atviteli elvvel konnyen igazolhatd, hogy a fenti fliggvény folytonos
minden z # 1 pontban. Valdéban, ha xzg < 1 és x, — x¢ egy tetszbleges
sorozat, akkor x, < 1 véges sok n indextdl eltekintve, és ezekre f(z,) =0
teljestil. Mivel f(zg) =0, igy f(zn) — f(x0), azaz az atviteli elv szerint
a fiiggvény folytonos az xg pontban. Hasonlbéan, ha x¢g > 1 és x, — z¢
egy tetszéleges sorozat, akkor x, > 1 véges sok n indextdl eltekintve, és
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ezekre f(x,) = 2 teljesiil. Mivel f(zg) = 2, igy f(xn) — f(x0), azaz
az atviteli elv szerint a fiiggvény folytonos az xg pontban. Végiil, ha
xo = 1, akkor vegylk az x, := 1 + % sorozatot. Ekkor f(zg) = 1, de
f(z,) = 2 minden n € N esetén. Igy =, — o, de f(x,) 4 f(z0), amibél
kovetkezik, hogy a fiiggvény nem folytonos az g = 1 pontban.

0, hazeQq,
f(x)'_{L haz ¢ Q,

A figgvény egyetlen egy pontban sem folytonos. Ennek igazoldsidhoz le-
gyen xg egy tetszoleges valds szam. Mivel a raciondlis szamok siirtien
helyezkednek el a szimegyenesen, igy van olyan racionalis szamokbol 4116
(x,,) sorozat, amelyre z,, — ¢ teljesiil. Ugyanigy az irraciondlis szamok
is stirtien helyezkednek el a szdmegyenesen, ezért van olyan irracionalis
szamokbdl all6 (y,,) sorozat, amelyre y,, — xq teljesiil. De a fiiggvény ér-
telmezése szerint f(xz,) =0 és f(yn) = 1 minden n € N esetén, azaz nem
lehetséges, hogy egyszerre f(xy,) — f(xo) és f(yn) — f(xo) is teljesiiljon,
és igy az atviteli elv szerint f nem lehet folytonos az xy pontban.

A példaban szerepld fliggvényt Dirichlet-féle fiiggvénynek nevezziik.

~J0, hazeQqQ,
f(@) = {w, ha z ¢ Q,

A fliggvény egyetlen egy pontban folytonos, és ez az x = 0 pont. Ennek
igazoldsa a Dirichlet-féle fiiggvénynél alkalmazott moédszerrel torténik.
Legyen xzo # 0 egy tetszbleges valés szam. Ha x, — xg egy racionalis
és yp, — xo egy irraciondlis szamokbdl 4ll6 sorozat, akkor f(x,) = 0 és
f(yn) = yn, minden n € N esetén, azaz f(z,) — 0, de f(yn) — xo # 0,
és igy az atviteli elv szerint f nem lehet folytonos az xy pontban.
Legyen z = 0 és x, — 0 egy tetszoOleges sorozat. Ekkor

e ha (z,) legfeljebb véges sok irracionalis elemet tartalmaz, akkor igaz,
hogy f(x,) = 0 véges sok elemtdl eltekintve, azaz f(x,) — 0.

e ha (z,,) legfeljebb véges sok raciondlis elemet tartalmaz, akkor igaz,
hogy f(zy) = z,, véges sok elemtdl eltekintve, azaz f(x,) = x, — 0.

e ha (z,,) végtelen sok raciondlis és irraciondlis elemet is tartalmaz, ak-

(1)

kor fel tudjuk bontani két diszjunkt részsorozatra tgy, hogy ()
csak raciondlis és <m%2)> csak irraciondlis elemekbdl alljon. Mivel
mindketté (z,,) részsorozata, igy 6k is tartanak a nulldhoz. Mésrészt
<f(x7(11))> és <f(x7(12))> két diszjunkt részsorozata az (f(x,)) sorozat-
nak, amelyekre f(xg)) =0—06¢6s f(a;g)) =P 50 teljesiil. Ezért

f(x,) — 0.

Mindharom esetben f(z,) — 0 = f(x0), ezért az atviteli elv szerint a
fliggvény folytonos az xg = 0 pontban.
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Azonnal lathaté, hogy ha egy fiiggvény folytonos egy pontban, akkor a fliggvény
barmely lesziikitése is folytonos ugyanebben a pontban, amennyiben ez a pont
tovabbra is eleme a leszlikitett fliggvény értelmezési tartomanyanak. Tudniillik,
ha az f fiiggvény H értelmezési tartomanyat leszikitjiik a Hy halmazra agy, hogy
xg € Hy C H, akkor minden Hy-beli x,, — g sorozat egyben H-beli sorozat is.
Igy, ha az 4tviteli elv alkalmazhaté az f: H — R fiiggvényre az x( pontban, akkor
szinten alkalmazhaté az f: Hy — R fliggvényre is.

Az el6z6 allitds megforditdsa nem minden esetben igaz, azaz nem minden, egy
adott pontban folytonos fiiggvény kiterjesztése marad folytonos ugyanebben a
pontban. Példaul az

f:]0,00]— R, f(z):=0

fiiggvény folytonos az o = 0 pontban, de ha a

0, haz>0
:R — R, x):i=14 -7
g 9(@) {1, ha = <0,

modon kiterjesztjiik a negativ szdmokra is, akkor ez utébbi mar nem lesz folytonos
az ro = 0 pontban. Ennek oka az, hogy f esetében minden x,, — 0 sorozat csak a
0 pont jobb oldalardl kozelitheti meg a 0 pontot, és ekkor f(x,) =0 — 0 = f(0).
Azonban g esetében egy x,, — 0 sorozat a 0 pont bal oldalardl is megkozelitheti a
0 pontot, de ekkor g(z,) =1—1+# 0= g(0).

Ha az el6z6 példat mas szemszoghdl nézziik, akkor latjuk, hogy a ¢ fiiggvény nem
folytonos az xg = 0 pontban, de ha lesziikitjik a pont jobb oldalara, akkor az
f fiiggvényt kapjuk, ami mar folytonos az o = 0 pontban. Ezzel a jelenséggel
érdemes kiilon foglalkozni.

~
3. Definicié. Legyen H C R és f: H — R egy valds fiigguény. Azt mond-
juk, hogy az f fiigguény

e balrdl folytonos az xy pontban, ha f a HN] — 0o, x0| halmazra vald
leszikitése folytonos az xy pontban,

e jobbrdl folytonos az xy pontban, ha f a H N [xg,00[ halmazra vald
leszikitése folytonos az xg pontban.

G _J

Az eléz6 definicid értelmében a

0, haz>0
R — R, x) =< - 1
g 9(x) {1, ha z < 0,

0 ‘ T

fliggvény jobbrol folytonos az xy = 0 pontban,
hiszen az R N [0, co] halmazra val6 lesziikitése
az azonosan nulla fliggvény. De ugyanebben a pontban nem folytonos balrol,
hiszen konnyen igazolhatjuk, hogy az dtviteli elv nem alkalmazhaté az RN [—o0, 0]
halmazra valé lesziikitésére az xqg = 0 pontban.
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Az atviteli elv nagyon hasznos a fiiggvények pontbeli folytonossaganak megalla-
pitasara. Nem meglepd tehat, hogy a definicié értelmében a bal- és jobboldali
folytonossagot is sokszor gy probaljuk megéllapitani, hogy az atviteli elvet al-
kalmazzuk a figgvény megfeleld, bal- vagy jobboldali leszlikitésére. A kovetkezd
allitas pontosan leirja, hogy ez hogyan torténik.

4 N\
2. Tétel (Atviteli elv bal- és jobboldali folytonosségra). Tegyiik fel, hogy
HCR, xg€ H és f: H— R egy valds figguény. FEkkor az f fligguény
akkor és csak akkor

e balrol folytonos az xy pontban, ha minden xy értékhez tarto, H-beli
elemekbdl allo (xy) sorozatra, amire még x, < xq is teljesil minden
n € N esetén igaz, hogy az y, := f(xy,) sorozat az f(xg) értékhez tart.

e jobbrol folytonos az xy pontban, ha minden xg értékhez tartd, H-beli
elemekbdl allo (xy) sorozatra, amire még x, > xq is teljesil minden
n € N esetén igaz, hogy az y, = f(xy,) sorozat az f(xg) értékhez tart.

Bizonyitds. A definici6 szerint az f: H — R fiiggvény baloldali folytonossaga
az x pontban ekvivalens az f: HN] — oo, z9] — R fiiggvény folytonossigaval
az xog pontban. Ez utébbi az atvételi elv szerint azt jelenti, hogy minden xg
értékhez tarté, HN| — oo, zgl-beli elemekbél all6 (z,,) sorozatra igaz, hogy az
Yn := f(zp) sorozat az f(xo) értékhez tart. De az x,, € HN] — 00, x¢] feltétel
miatt z,, € H és x, < xp, ami a tétel allitasat adja baloldali folytonossag
esetén.

Az allitas igazolasa jobboldali folytonossig esetén hasonléan torténik. Ezzel
a tétel allitasat igazoltuk.

A folytonossagot kiilon tudjuk bontani bal és jobboldali folytonossagra. Ez az
atviteli elv segitségével igazolhato.

3. Tétel. Egy fiugguény akkor is csak akkor folytonos eqy pontban, ha ott
balrol és jobbrol is folytonos.

Bizonyitas. Mar igazoltuk, hogy ha egy fliiggvény folytonos egy pontban,
akkor minden, a pontot tartalmazo lesziikitése is folytonos a pontban. Mivel
a baloldali és jobboldali folytonossag két ilyen lesziikitéstdl varja el a pont-
beli folytonossagot, ezért mindketto teljesiilni fog, ha a fliggvény folytonos a
pontban.

Tegyiik fel most, hogy az f: H — R fiiggvény balrdl és jobbrol folytonos az
xo € H pontban. Legyen z, — zg egy H-beli sorozat. Ekkor harom eset
lehetséges.
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e Ha x,, > x( véges sok elem esetén, akkor ezek helyére irjuk az xg értéket
az (x,) sorozatban. Az igy kapott () sorozat legfeljebb véges sok
elemben tér el az (x,,) sorozattol, igy =), — xo, illetve z/, < xy minden
n € N esetén. Mivel f balrdl folytonos az x¢ pontban, igy az atviteli
elv szerint f(z),) — f(zo). De az (f(x,)) sorozat is legfeljebb véges sok

elemben tér el az (f(z],)) sorozattol, ezért & is f(xg)-hoz tart.

e Ha x,, < xg véges sok elem esetén, akkor ezek helyére irjuk az xg értéket
az (x,) sorozatban. Az igy kapott () sorozat legfeljebb véges sok
elemben tér el az (z,,) sorozattol, igy =), — xg, illetve z/, > xy minden
n € N esetén. Mivel f jobbrdl folytonos az xg pontban, igy az atviteli
elv szerint f(z)) — f(zo). De az (f(x,)) sorozat is legfeljebb véges sok

elemben tér el az (f(z],)) sorozattol, ezért & is f(xg)-hoz tart.

e Ha (z,,) végtelen sok xg-nél kisebb és nagyobb elemet tartalmaz, akkor

fel tudjuk bontani két diszjunkt részsorozatra ugy, hogy <£C£ll)> csak x¢-

nal kisebb és (x@) csak xo-nal nagyobb elemekbdl &lljon. Mindkettd
(xn) részsorozata, azaz Ok is tartanak az xo-hoz. Ekkor f(:cgll)) — f(xo),
hiszen a fiiggvény balrdl folytonos, illetve f (mg)) — f(xp), hiszen a
fiiggvény jobbrdl folytonos. Mésrészt ( f (%(11)» és (f (x,(12))> két diszjunkt
részsorozata az (f(x,)) sorozatnak, ezért & is f(xg)-hoz tart.

Mindhérom esetben f(x,) — f(zo), ezért az atviteli elv szerint a fiiggvény
folytonos az xy pontban. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

A bal- és jobboldali folytonossagot nem csak egy pontban, hanem a teljes fiigg-
vényre is kimondhatod, ha a fliggvény minden értelmezési tartomanybeli pontban
balrdl, illetve jobbrol folytonos. Példaul az egész rész fiiggvény jobbrol folyto-
nos. Ezt azonnal lathato a fliggvény grafikonjardl, hiszen a benne szerepld egyenes
szakaszok tartalmazzak a baloldali végpontjukat.

Yy
2 + L )
1+ L ——)
+ X
-3 -2 -1 0 1 2
et 3 |
Om— -2+
O—) _3 4+

Az egész rész fiiggvény jobboldali folytonossdgat nem nehéz igazolni az atviteli elv
segitségével. Ne felejtsiik el, hogy az = szdm egész része az a legnagyobb egész
szam, amely kisebb vagy egyenlé mint z.
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3. Elemi fiiggvények folytonossaga

Az elemi fliggvényekkel a ,Valés fliggvények” cimil tananyagban részletesen fog-
lalkoztunk. Igazolni fogjuk, hogy az elemi fliggvények folytonosak, azaz minden
értelmezési tartomanybeli pontjukban folytonosak. De ehhez el6bb vizsgalnunk
kell hogyan viszonyulnak a fiiggvénymiveletek, az inverz képzés és az Osszetett
fliggvények a folytonossaggal.

4 N\
4. Tétel (Fuggvénymiiveletek és folytonossag). Legyen H C R, xg € H és

c € R, illetve f,g: H — R két valos figgvény. Ha az f és g fligguények
folytonosak az xg pontban, akkor a cf, f+g, f—g és f - g fligguények is
folytonosak az xy pontban. Ha még g(xo) # 0 teljesiil, akkor az f/g figguény
. is folytonos az xg pontban.

J

Bizonyitds. Az allitds rogton kovetkezik a miiveletek és a hatdratmenet fel-
cserélhet0ségébdl. Tudniillik az atviteli elv szerint, ha x,, — xq egy tetszbleges
H-beli sorozat, akkor az f és g fliggvények folytonossaga miatt f(x,) — f(zo)
és g(xn) — g(zo) kovetkezik. Ezért

o (cf)(wn) = cf(wn) = cf (x0) = (cf)(x0),

(

(f +9)(@n) = f(zn) + g(2n) = f(20) + 9(x0) = (f + 9)(20),
( n
(

f=9)(@n) = f(an) = g(zn) = f(x0) = g(z0) = (f — 9)(0),
o (f-9)(xn) = f(zn)g(wn) = f(x0)g(w0) = (f - 9)(20);

’ (i]t) (n) = géi:)) - ggisi = <£> (7o), ha g(xo) # 0.

Ezzel a tétel allitasait igazoltuk.

Az el6z6 tétel szerint a fliggvénymiiveletek tovabb adjdk a folytonossdgot. Hasonlo
a helyzet az Osszetett fiiggvények esetében.

e \
5. Tétel (Osszetett fiiggvény folytonossaga). Legyen Hi, Ho C R, illetve

g: HH — R és f: Hy — R két valds fiigguény. Tovdbbd xo € Hi, illetve

Yo := g(xo) € Ha. Ekkor, ha a g figgvény folytonos az xy pontban és az f

fligguény folytonos az yo pontban, akkor az (f o g)(z) := f(g(x)) dsszetett
. figguény folytonos az xg pontban.

J

Bizonyitas. A ,Halmazok, relacidk, fiiggvények” cimili tananyagban adtuk
meg az f o g Osszetett fliggvény fogalmat. Azt tanultunk, hogy ennek értel-
mezési tartoménya a H := g (R, N D) halmaz, azaz azok az x szamok,
amire z € Hy és g(z) € Hy teljesiil. Ezért ha x, — ¢ egy tetszéleges H-beli
sorozat, akkor (x,) egy Hi-beli sorozat, és vy, := g(x,) egy Ha-beli sorozat.
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Mivel ¢ folytonos az xg pontban, igy az atviteli elv szerint g(z,) — g(zo),
azaz Yy, — yo. De f folytonos az yy pontban, igy szintén az atviteli elv szerint
f(yn) = f(yo), azaz

f(g(xn)) = f(g(x0)),

amibdl az f o g fliggvény folytonossiga kovetkezik.

Ezzel a tétel allitasait igazoltuk.

Az el6z6 pozitiv eredmények utdn azt varnank, hogy hasonlé allitds igaz legyen
az inverz képzésre, azaz hogy egy invertalhaté folytonos fiiggvény inverze mindig
folytonosnak kell lennie. Azonban taldlunk olyan invertdlhaté folytonos fiiggvény,
amelynek inverz fiiggvénye nem folytonos.

Példéul az f:]0,1[U[2,3[— R, Y
2
T hal <z <1,
fz) =
r—1 ha2<z<3, 1
fliggvény folytonos, ami a grafikonjabol /
rogton lathatd az els6 jobboldali abran.
0 1 2 3 T
Y
3
Azonban inverze az f~1:]0,2[— R
_ Y ha 0 <y <1, 2
iy =
y+1 hal<y<2,
fliggvény nem folytonos az yy = 1 pontban, 1
ami a grafikonjabdl rogton lathatd a méso- /
dik jobboldali 4bran.

Olyan folytonos fiiggvényt is meg tudunk adni, amelynek inverze egyetlen egy
pontjaban sem folytonos. Példaul legyen

£:00,1NQ)U(L2NQ) = R,  f(z) = {x ha = €]0,1[NQ,

r—1 haz€]1,2[NQ,
ahol Q jeldli az irraciondlis szamok halmazit. Ekkor f folytonos, de inverze

() = {y ha y €]0,1[NQ,

f71:]0,1[— R, i
y+1 hawye€]0,1]NQ,

egyetlen egy pontjaban sem folytonos. Mégis bizonyos feltételek teljesiilése mellett
garantalhat6 az inverz fliggvény folytonossaga annak egyes pontjaiban.
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4 N
6. Tétel (Inverz fuggvény folytonossiga 1.). Legyen H C R, f: H - R

eqy szigorian monoton figguény és xo € H az értelmezési tartomdnynak
egy torloddsi pontja. Tegyiik fel még, hogy ha xo nem a H halmaz legna-
gyobb vagy legkisebb eleme, akkor kétoldali torloddsi pontja is, azaz minden
kornyezete tartalmaz ndla kisebb és nagyobb H-beli pontot. Ekkor az f~*

. fiiggvény folytonos az yo = f(xo) pontban.

J

Bizonyitds. Az f~! fiiggvény létezése az f fliggvény szigori monotonitésabdl
kovetkezik. A ,Valos fiiggvények” cimii tananyagbdl tudjuk, hogy f~! olyan
monotonitasd, mint f. Tegyiik fel, hogy el8szor, hogy f és igy f~' szigortian
monoton névekvé. Legyen € > 0 tetszbleges, és jelolje yo := f(xp)-

Legyen zg a H halmaz kétoldali torlédasi pontja. Ekkor taldlunk két olyan
r1 < xg < wo H-beli elemet, amelyek az xg pont € sugart kérnyezetében
vannak. Mivel f szigorian monoton névekvo, igy f(x1) < yo < f(z2). Legyen

0:= min{yg - f(acl), f(xg) - y()} > 0.

Az f7! fiiggvény értelmezési tartomanya f(H). Hay € f(H) és |y — yo| < 9,
akkor yo — d < y < yo + 0, és igy a J értelmezése alapjan azt kapjuk, hogy
f(x1) <y < f(xz2). Mivel f~! szintén szigortian monoton novekvd, ezért
71 < f7Hy) < 79, azaz

—e < x1 — X0 <f71(y)—a:0 < x9 — T < €,
mert 1 és w9 az xg pont € sugart kérnyezetében vannak. Ezért

7 w) = o)l =171 () — 2ol <,

ami a folytonossig definicidja alapjan azt jelenti, hogy f~! folytonos az g
pontban.

Legyen xyp a H halmaz legnagyobb eleme. Feltételeztiik, hogy zo torlédasi
pontja H-nak, {gy van a H halmaznak olyan x; eleme, amely az x¢ pont ¢
sugarti kornyezetében van, azaz xo — x1 < €. Legyen § := yo — f(x1). Ha
y € f(H) és |y —yo| < 9, akkor yp —d < y < yo + 9, és igy a 0 értelmezése
alapjan azt kapjuk, hogy f(z1) < y < yo. Mivel f~! szigortian monoton
névekvé, igy o1 < f1(y) < xo, azaz

—e < xT1 — X0 <f*1(y)—xo <0<e,
és igy
1) = wo)l = 17 () — wo| <,
ami a definicié alapjan azt jelenti, hogy f~! folytonos az yo pontban.

A bizonyitds hasonléan torténik, ha xg a H halmaz legkisebb eleme, illetve ha
f és igy f~! szigortian monoton csokkend fiiggvények. Ezzel a tétel allitdsat
igazoltuk.
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Meglep6, hogy ez el6zé tétel nem feltételezi az f fiiggvény folytonossagat az xg
pontban. Elegendd, hogy az f fiiggvény szigorian monoton legyen és az xg kétol-
dali (minimum vagy maximum elem esetén jobb- vagy baloldali) torlédasi pontja
legyen az értékkészletnek.

A tétel el6tt megadott két ellenpélda koziil az elsé esetében xg = 2 nem kétoldali
torlodasi pontja az értékkészletnek, és az inverz fliggvény nem is folytonos a hozza-
tartozé yo = 1 pontban. A t6bbi pont mar teljesiti a tétel feltételeit, ezért ezekben
az inverz fiiggvény folytonos. A maéasodik ellenpélddban szereplo f fiiggvény nem
szigorian monoton, ennek kovetkeztében nem tudjuk alkalmazni a tétel allitasat
az 6 esetében sem.

Az inverz figgvény grafikonja az eredeti fliggvény grafikonjanak az y = x egye-
nesre vett tiikorképe, ami folytonosnak latszik, ha az eredeti fiiggvény grafikonja
egy folytonos gorbébdl all. Nem véletleniil van igy, hiszen az intervallum pontjai
teljesitik a 6. Tétel feltételeit.

7. Tétel (Inverz fiiggvény folytonossiga I1.). Minden intervallumon értel-
mezett szigoruan monoton fiigguény inverze folytonos fligguény.

Bizonyitds. Az intervallumok, akar nyilt vagy zart, akir véges vagy végtelen
intervallumokrél van szd, olyan halmazok, amelyek minden belsé pontja két-
oldali torlédési pont és végpontjai egyoldali torléddsi pontok. Igy a 6. Tétel
feltételei teljesiilnek az intervallum minden pontjaban. Ezzel a tétel allitasat
igazoltuk.

Az €l6z6 tétel allitasanak egyik valtozatdt megtalaljuk a 14. Tételben.

Most mar rendelkezziink a sziikséges ismeretekkel ahhoz, hogy megvizsgaljuk az
elemi fiiggvények folytonossagat, de el6tte azt javasoljuk az olvasénak, hogy részle-
tesen tanulmanyozza at a ,,Valos fiiggvények” cimii tananyagban talalhaté ,,Elemi
fliggvények” cimi részt. Ott talaljuk meg az elemi fiiggvényekkel kapcsolatos fo-
galmakat és alaptulajdonsidgokat.

El6szor a polinomokkal kezdjiik, azaz azokkal a fiiggvényekkel, amelyek a
f:R—R, f(z) = apz"™ + ap_12" 1+ + a1z + ag

moédon irhatdk le, ahol n egy nem negativ egész szam, ap allandé valés szamok,
ahol £k = 0,...,n, és még a, # 0. Ekkor egy n-ed foku polinomrodl beszéliink.
Nagyon konnyen igazolhatd, hogy a

g: R =R, g(z) ==

els6 fokd polinom folytonos fiiggvény. Masrészt minden polinom el6all a g fligg-
vény egymassal vett véges szamu Osszeaddsa, szorzasa és konstans szorosa, ezért a
fliggvénymiiveletek és folytonossagrél szold 4. Tétel szerint a polinomok folytonos
fliggvények.
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A racionalis tortfiiggvények azok a fliiggvények, amelyek felirhatdk az

anx"™ + ap_12" M+ -+ a1z + ag

fle) = b ™ 4 by 1™ -+ b+ by

képlettel, ahol ag, ai,..., an, illetve by, b1,..., b, valdés szdmok és a, # 0 és
bm # 0. Mas szavakkal azok a fliggvények, amelyek két polinom hanyadosaként
irhatok fel. Mivel a polinomok folytonos fiiggvények, igy a fliggvénymiiveletek és
folytonossagrol szold 4. Tétel szerint a racionalis tortfiiggvények is folytonosak a
teljes értelmezési tartomanyunkban, amely a valés szamok halmaza, kivéve azokat
a pontokat, ahol a nevezében 1év6 polinom nullat vesz fel.

Minden n pozitiv egész szam esetén az
f:R—=R, f(z)=2a"

modon megadott fiiggvény, az in. n-edik hatvanyfiiggvény is folytonos, hiszen
egy specidlis polinom. Az n-edik hatvanyfiiggvény szigortian monoton névekvé a
[0, oo intervallumon, ha n paros, és a [—oo, oo| teljes val6s szdmok halmazan, ha n
péaratlan. Ezért ezeken az intervallumokon vett inverze, az f(z) = {/z Gn. n-edik
gyOkfiiggvény is folytonos a 7. Tétel szerint.

Az el6z6 eredmény egybevig azzal, amit a ,,Hatarértékszamitas” cimii tananyagban
tanultunk. Nevezetesen azzal, hogy minden a szam és a, — a sorozat esetén
Yan, — /a (ha ¢ paros, akkor a,,a > 0). Ezt az eredményt akkor elemi titon
igazoltuk. Most ez rogton kovetkezik a gyokfuggvény folytonossagabol, hiszen
pontosan az atviteli elvet jelenti.

Most az
f: R —]0,00], f(z) =a"

un. a alapi exponencialis fiiggvényen a sor, ahol a > 0, a # 1 egy valds szam.
Legyen elGszor a > 1, és vegylik egy fix g € R szamot. Az exponencilis fliggvény
értelmezése szerint

a® :=sup{a":r <z ésr e Q}.

Mivel két szdm kozott mindig van racionélis szdm, igy van olyan (r,) racioné-
lis szamokbodl all6é sorozat, hogy xo < 7, < xo + % Az exponencidlis fiiggvény
szigorian monoton novekvo, ezért

1
a” < @™ < a®tw =% . Ya — a*°.
~—

—1

Igy a Rendér-elvbél a — a® kévetkezik. A monotonitds miatt tudjuk, hogy
a®™ < a" minden r > x( raciondlis szam esetén, de az el6bbi zp-nal nagyobb
raciondlis szdmokbol all6 (r,) sorozat tart az a™ szamhoz. Ebbdl kovetkezik,

hogy
a® =inf{a": r > ¢ és r € Q}.

Ezért
sup{a":r <zpésr e Q}=a" =inf{a": r >z és T € Q}.
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Ebbdl koévetkezik, hogy minden € > 0 esetén vannak olyan r < xg < s raciondlis
szamok, amire
a™ —e<a" <a" <a®<a™ +e.

Legyen most x,, — xg egy tetszOleges sorozat. Ekkor létezik olyan ng € N, hogy
r < x, < s minden n > ng esetén. Ekkor a monotonitds miatt

a”® —e<ad <d”™ <a® <ad™ +e¢,

azaz |a® — a™| < e. Ebbél kovetkezik, hogy a® — a®0. Igy az atviteli elv miatt
az exponencialis fliggvény folytonos az xy pontban, ahol xy barmely valés szamot
jelenthet.

Ha 0 < a < 1, akkor az exponencialis fiiggvény folytonossaga kovetkezik az

)’
a
Osszefliggésbdl az Osszetett fiiggvény folytonossagardl szold 5. Tétel szerint, hiszen
% > 1, és igy el6all egy egynél nagyobb alapt exponencidlis és az f(z) = —x
folytonos fiiggvények kompozicidjaként.

Az exponencidlis fiiggvény folytonossdgabdl kovetkezik az inverz fiiggvénye, azaz
az
F0,0o R, () = log,a

a alapu logaritmus fiiggvény folytonossaga. Tudniillik az exponencialis fligg-
vény szigortian monoton a teljes valds szamok halmazéan, és igy a 7. Tétel feltételei
teljesiilnek minden xy valés szam esetén.

FEzek utan a trigonometrikus fiiggvények folytonossaganak vizsgalata kovetke-
zik. El6szor igazolni fogjuk, hogy a szinusz fiiggvény folytonos az xg = 0 pontban.

Legyen x, — 0 egy pozitiv szamokbdl &ll6
sorozat. Ekkor véges sok értéktdl eltekintve
0 <z, < 5. A szinusz fiiggvény értelmezése
miatt az abrabdl lathatd, hogy ebben az eset-
ben sinz, < x,. Valéban, sinz, a P, pont és
az x tengely tavolsaga, ami kisebb, mint z,,, hi-
szen ez P, és az (1,0) koordinataju pontokat
0sszekotd iv hossza. Ezért

0 <sinx, < x, — 0,

igy a Rendér-elv szerint sinx,, — 0 = sin(xg). Ezért az atviteli elv alapjan allit-
hatjuk, hogy a szinusz fiiggvény jobbrél folytonos az xg = 0 pontban.

Mivel a szinusz fiiggvény paratlan, igy
sin(—xzy,) = —sinx, — 0 = sin(zy),

ezért balrdl is folytonos. Tehat a szinusz fiiggvény folytonos az zg = 0 pontban.
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A koszinusz fiiggvény is folytonos az zg = 0 pontban. Ez a
cosz = 1 — 2sin? g (x € R) (2)

azonossagbol kovetkezik az Osszetett fliggvény folytonossagara vonatkozd 5. Tétel
alkalmazasaval, hiszen mar igazoltuk, hogy a szinusz fiiggvény folytonos az xg = 0
pontban.

Legyen most zg egy tetszbleges valés szam és x, — xg egy tetszbleges sorozat.
Jelolje hy, := x, — xg, azaz irjuk fel az (x,) sorozatot az x, = xo + h, alakban,
ahol h,, — 0. Az addiciés tétel és az el6bb igazolt szinusz és koszinusz 0 pontbeli
folytonossaga alkalmazédsaval

sin x,, = sin(xg + h,) = sin zg cos h,, + cos g sin h,, — sin zg
)
—— N——

—1 —0

ezért az atviteli elv szerint a szinusz fiiggvény folytonos az xy pontban, ami tet-
sz6leges valos szam lehet. A koszinusz fiiggvény folytonossaga tjbdl a (2) azonos-
saghol és a szinusz fliggvény folytonossagabdl kovetkezik, az Osszetett fiiggvény
folytonossagara vonatkozé 5. Tétel alkalmazasaval.

A tangens és kotangens fiiggvények is folytonosak minden értelmezési tartoméany-
beli pontjukban, hiszen

sin x CcCoS T

és ctgxr i = ——,
Cos T sin

tgx =

azaz két folytonos fiiggvény hanyadosaként irhatok le. Ezért alkalmazhatjuk a
fliggvénymiiveletek és folytonossagrol szold 4. Tételt.

Végiil eljutottunk trigonometrikus fiiggvények inverzeire, az tin. arkusz-fiiggvé-
nyekre. Ezeket ugy kapjuk meg, hogy a trigonometrikus fliggvényeket egy ki-
tiintetett intervallumon invertaljuk, amely intervallumon az adott trigonometri-
kus fiiggvény szigorian monoton. Ezért az inverz fiiggvény folytonossagarol szélo
7. Tétel szerint az arkusz-fiiggvények folytonosak.
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4. Intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények tu-
lajdonsagai

A [ Val6s fliggvények” cimii tananyagban foglalkoztunk a legfontosabb fliggvénytu-
lajdonsagokkal, és vizsgaltuk az egymas kozotti kapcsolatukat. A folytonossagrol
csak most esett szd, ezért ebben a részben folytatni fogjuk a fiiggvénytulajdonsagok
vizsgédlatat ugy, hogy figyelembe vessziik a folytonossigot is, f6leg intervallumokon
értelmezett fliggvények esetén.

4.1. Jeltartas és folytonossag

Azt mondjuk, hogy egy f fiiggvény jeltarté olyan xg értelmezési tartoméanybeli
pontjaban, amire f(zo) # 0 teljesiil, ha taldlunk olyan K kérnyezetét, hogy minden
x € KN Dy szam esetén f(x) és f(xo) azonos eldjeld. Azaz ha f(xg) > 0, akkor
van olyan r > 0, hogy minden x €]xg —r, xo + r[ értelmezési tartomanybeli pontra
f(x) > 0 teljestil. Ugyanigy, ha f(zg) < 0, akkor f(x) < 0 teljestil. Vegyiik észre,
hogy az el6bb értelmezett jeltartdst nem feltétleniil intervallumokon értelmezett
fliggvényre definidltuk.

8. Tétel. Ha egy fiigguény folytonos olyan pontban, ahol nem nulla értéket
vesz fel, akkor ott jeltarto is.

Bizonyitds. Legyen H CR, f: H— R, xg € H és f(xg) # 0, illetve tegyiik
fel, hogy f folytonos az zy pontban. Legyen e := |f(xg)|. A folytonossig
definici6ja szerint 3§ > 0, hogy ha

|z — xo| < 6 és x € H, akkor |f(z) — f(zo)] < &= |f(x0)],
azaz

—|f(@o)| < f(z) — f(z0) < |f(z0)l;
ha x € K N H, ahol K az xg kdzéppontu § sugaru kérnyezete. Ekkor

e ha f(zg) > 0, akkor —f(z9) < f(z) — f(xo), azaz f(x) > 0.
e ha f(zg) <0, akkor f(z) — f(xo) < —f(20), azaz f(x) <O.

Mindkét esetben f(x) és f(zp) azonos eléjelii.

A jeltartast tgy tudjuk a legjobban szemléltet-
ni, ha vesziink egy ]a, b[ nyilt intervallumon ér-
telmezett folytonos fiiggvényt. Az dbran is lat-
hato, hogy ha xy az intervallum olyan pontja,
amire f(xg) > 0 teljesiil, akkor z elétt és utan,
azaz egy |zo —r, xo + r[ intervallumon f pozitiv
értékeket vesz fel.
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4.2. Korlatossag és folytonossag

Nyilvan egy folytonos fiiggvény nem feltétleniil korlatos. Erre az

1
f:]0,00[— R, f(z) = -
reciprokfiiggvény ellenpéldaként szolgdl, hiszen a fiiggvény a nulla szdm jobb ol-
dalan akérmekkora értékeket vehet fel. Azonban ha a fiiggvény értelmezési tar-
toméanya egy korlatos és zart intervallum, akkor mindenképpen korlatosnak kell
lennie.

9. Tétel. Minden korldtos és zart intervallumon értelmezett folytonos fiigg-
vény korldtos.

Bizonyitds. Indirekt médon jarunk el. Tegyiik fel, hogy a,b € R, a < b és
az f: [a,b] — R fliggvény folytonos az [a,b] intervallum minden pontjéban,
de feliilrél nem korlatos. Ekkor minden n természetes szamra van olyan x,
intervallumbeli elem, hogy f(z,) > n, azaz

Yn = f(xy) = 00.

(xy) korldtos sorozat, hiszen elemei az [a, b] intervallumbdl valok.

A | Szamsorozatok és tulajdonsdgaik” cimii tananyagban tanultuk a Bolzano—
Weierstrass-tétel megfelel6jét sorozatokra. Ez azt mondja ki, hogy minden
korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Ezért az (x,) korldtos sorozatnak van konvergens (z),) részsorozata. Jelolje
xo ez utdbbi részsorozat hatarértékét. Ekkor zg € [a, b], hiszen az [a, b] inter-
vallum zart. Mivel ), — x¢ és f folytonos az x¢ pontban, igy az atviteli elv
szerint

Y = flag) = f(zo).

Azonban (y]) részsorozata az (y,) részsorozaténak, tehdt y/, — oo, ami el-
lentmond annak, hogy vy, — f(x0), hiszen f(xo) nem lehet végtelen. Tehdat f
feliilrol korlatos fliggvény.

Az el6zbek szerint minden korldtos és zart intervallumon értelmezett folytonos
fiiggvény feliilr6l korlatos. Tegyiik fel most, hogy az f: [a,b] — R fuggvény
folytonos, de alulrél nem korlatos. Ekkor minden z € [a, b] mellett a

—fila, bl =R, (=f)(x) = —f(2),

fliggvény folytonos és nem feliillrél korlatos. Ez az el6z6ek szerint nem lehet-
séges, ezért f alulrdl korlatos fiiggvény.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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4.3. Széls6értékek és folytonossag

Nem minden korlatos folytonos fiiggvény veszi fel a maximumat és a minimumat,
azaz a fuggvény értékkészletének nem feltétleniil van legnagyobb és legkisebb ele-
me. Példaul az

f:]0,1[— R, flz) ==z

fliggvény szigortian monoton névekvd. Emiatt a fiiggvény nem veheti fel a maxi-
mumat az zo €|0,1[ pontban, mert ha o < z1 < 1, akkor f(xo) < f(x1), azaz xg
nem lehet maximumhely. A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy korldtos és zart
intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények esetén az el6z6 eset nem fordulhat
el6.

10. Tétel (Weierstrass-tétel). Minden korldtos és zdart intervallumon értel-
mezett folytonos fiigguény felveszi a maximumdt és a minimumdt.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a,b € R, a < b és az f: [a,b] — R figgvény
folytonos az [a, b] intervallum minden pontjaban. Az eléz6 9. Tétel szerint f
értékkészlete korlatos halmaz. Ezért

M :=sup{f(z): x € [a,b]} <oo és m:=inf{f(x): x € [a,b]} > —o0,

azaz az értékkészlet szuprémuma és infimuma létez6 valés szamok.

Mivel M az értékkészlet szuprémuma, igy minden n természetes szdm esetén
van olyan z, € [a,b], hogy

M-t <fa)<M
n

teljesill, amibél y,, := f(x,) — M koévetkezik. (x,) korldtos sorozat, hi-
szen elemei az [a, b] intervallumbdl valok. Ekkor a Bolzano—Weierstrass-tétel
szerint van konvergens (z],) részsorozata. Jelolje xo ez utébbi részsorozat ha-
tarértékét. Ekkor zg € [a,b], hiszen az [a,b] intervallum zart. Mivel z), — xo
és f folytonos az xg pontban, igy az atviteli elv szerint

Y = f(an) = f(zo).

Azonban (y!) részsorozata az (y,) részsorozaténak, tehat y,, — M, és igy
f(zo) = M. Ez azt jelenti, hogy az f fuggvény felveszi az M maximumét az
xg pontban.

Hasonldéan jarunk el a minimum esetében, ha olyan (x,) sorozatot konstrua-
lunk, amire

1
mgf(:cn)<m+ﬁ

teljesiil. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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4.4. Zérushely és folytonossag

A gyakorlatban gyakran alkalmazzuk azt a mindenki szamara nyilvanvalonak tiné
tényt, miszerint egy fliggvény nem tudja ,atugrani” az x tengelyt, ha egy negativ
értéket felvevd ponttol egy pozitiv értéket felvevd pontig folytonosan halad, vagy
ha ugyanezt teszi egy pozitiv értéket felvevd ponttdl egy negativ értéket felvevd
pontig. Ez azt jelenti, hogy ha egy intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény
két ponton elGjelet valt, akkor e két pont kozott biztosan taldlunk legalabb egy
zérushelyet. Ennél altalanosabb allitast taldlunk a kovetkezd tételben.

11. Tétel (Bolzano-Darboux-tétel). Legyen a < b két valds szdm, illetve
f:[a,b] = R egy folytonos figgvény. Ekkor f felvesz minden f(a) és f(b)
kéz€é esd értéket.

Bizonyitds. Tegyiik fel elészor, hogy f(a) < f(b) és ¢ olyan szdm, amely a
kettd kozé esik, azaz

fla) <e < f(b).

Ertelmezziik a kovetkezd fiiggvényt:

g(x) = f(x) —c (2 €a,b]).

Ekkor g folytonos és g(a) < 0 < g(b). A tétel igazoldsdhoz elegendd lenne
olyan £ € [a,b] szdmot taldlni, amire g(§) = 0 teljesiil. Erre az intervallum
felezési médszert (a Cantor-féle metszet-tételt) fogjuk alkalmazni.

Legyen x1 := a ésyp := b, azaz g(x1) < 0 < g(y1). Vizsgaljuk meg a g (mTerl)
értéket.

xl;yl) < 0, akkor legyen xg :=

T14+Y1 4 -
e Hag =5 és Y2 =y

r1+y1
.

e Ha g (=5 ) > 0, akkor legyen x9 := 1 és yg :=

e Ha g

(
(931 +y1
(

xl‘gyl) = 0, akkor & = ZHUL mir teljesiti a g(¢) = 0 feltétel, és

az eljaras véget ért.
Ha az €l6z6 1épésben az eljaras nem ért véget, akkor talaltunk olyan xo < yo
szamokat, amire g(z3) < 0 < g(y2) teljesill. Vizsgaljuk meg a ¢ (%)
értéket.

e Hayg (902-25-312) < 0, akkor legyen x3 := MT—HD és ys 1= .

e Hag (xz—z%yz) > 0, akkor legyen x3 := x9 és y3 := L—gyz

2
az eljaras véget ért.

e Hag (“ﬂ”) = 0, akkor £ = % mar teljesiti a g(&) = 0 feltétel, és

Ha az el6z6 1épésben az eljaras nem ért véget, akkor talaltunk olyan x3 < y3
szamokat, amire g(z3) < 0 < g(y3) teljesiil.



4. Intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények tulajdonsagai 30

Folytassuk tovabb az eljarast! Ha taldlunk olyan x, < y, szdmokat, amire
g(xn) <0 < g(yn) teljesiil, akkor megvizsgdljuk meg a g (Lzy?) értéket.

e Hayg (%) < 0, akkor legyen x,41 := % 6S Ynt1 = Un.

e Hag (%) > 0, akkor legyen 11 := p, é8 ypt1 := %

e Hag (%) = 0, akkor & = w mar teljesiti a g(§) = 0 feltétel, és
az eljaras véget ért.

Ha az eljaras valamely lépésben megszakad, akkor taldltunk olyan £ € [a,b]
szdmot, amire g(&) = 0 teljesiil, és igy a tétel &llitasa igaz. Ellenkezd esetben
két olyan (x,) és (y,) sorozatot kapunk, hogy z,, < y, minden n € N esetén,
(x5,) monoton noévekvé, (y,) monoton csokkend, és

b—a

Igy az [x,,y,] intervallumok teljesitik a Cantor-féle metszet-tétel feltételeit,
azaz az Tn,yn| intervallumok metszete nem tires. Az (x,) és (y,) sorozatok
monotonitasabdl és korlatossagabol kovetkezik, hogy mindketto konvergens,
illetve y, — x, — 0 miatt a két sorozat hatarérték megegyezik. Jelolje & a
kozos hatarértéket. Tudjuk, hogy & € [z1,y1] = [a, b]. Ekkor

o 1, — & és g folytonos a & pontban. Az atviteli elv szerint g(x,) — g(§),
de g(z,) < 0. Ezért g(§) <0.

o y, — & és g folytonos a & pontban. Az atviteli elv szerint g(y,) — g(§),
de g(yn) > 0. Ezért g(&§) > 0.

Ez csak tgy lehetséges, ha g(§) = 0, és igy a tétel allitdsa igaz.

Az eljaras hasonlé médon végezheté el, ha f(a) > f(b). Ezzel a tétel allitasat
igazoltuk.

A Bolzano—Darboux-tétel bizonyitdsaban szerepld intervallumfelezési eljaras azért
is fontos, mert olyan numerikus mddszert biztosit, amivel kozelitéleg tudjuk az
intervallumokon értelmezett folytonos fiiggvények zérushelyeit megkeresni. Ehhez
eloszor két pontot kell taldlni, ahol a figgvény el6jelet valt, és ezutan addig al-
kalmazunk az eljarast, amig a zérushelyet tartalmazé [z,,y,] intervallum hossza
kisebb lesz, mint egy elére megadott hibakorlat. Ekkor az intervallum barmely
értéke megfelelo kozelitése lesz a keresett zérushelynek. Az eljarast intervallum-
felez6 modszer néven ismerik.

A 9., 10. és 11. Tételek egyiittesen adjak a korlatos és zart intervallumon értelme-
zett folytonos fiiggvények tulajdonsigait. Osszefoglalva: minden korlatos és zart
intervallumon értelmezett fiiggvény korlatos, felveszi a maximumat, minimumat
és minden olyan értéket, ami a ketté kozott van. Mas szavakkal egy korlatos és
zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény értékkészlete is egy korlatos és
zart intervallum.
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A [ Valés szamok” cimil tananyagban igazoltuk, hogy minden pozitiv szamnak léte-
zik n-dik gyoke. Ezt az allitast elemi tton igazoltuk, de a Bolzano—Darboux-tétellel
a bizonyitést jelentdsen tudjuk lerdviditeni. Valéban, az f(x) := 2™ fiiggvény foly-
tonos a [0, oo[ intervallumon. Legyen a > 0. Ekkor f(0) =0 < a és

fla+1l)=(a+1)">a+1>a.
Tehét f(0) < a < f(a+1). Igy a BolzanoDarboux-tétel szerint létezik olyan

0 <& < a+1szam, amire f(£) = a teljesill, azaz £" = a, ami azt jelenti, hogy az
a szam n-dik gyoke a & szam.

4.5. Monotonitas és folytonossag

Nyilvanval6, hogy egy monoton fiiggvény nem feltétlentil folytonos. Azonban egy
intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény nagyon sok helyen folytonosnak kell
lennie. Pontosabban, a szakadési helyeinek halmaza, azaz azon pontok halmaza,
ahol a fiiggvény értelmezett, de nem folytonos, megszamlalhaté halmaz.

12. Tétel. Legyen f eqy intervallumon értelmezett monoton fligguény. Ek-
kor f szakaddsi helyeinek halmaza megszdmldlhato.

Bizonyitds. Legyen I egy intervallum, ami lehet véges vagy végtelen inter-
vallum, illetve nyilt, zart, vagy egyik sem. Tegyiik fel, hogy f: I — R egy
monoton novekvo fiiggvény és legyen g az I intervallum egy belsé pontja.
Jelolje

A={f(z):zel, x<uzo} és B:={f(x):xe€l, z>x}.

Az f monotonitdsa miatt allithatjuk, hogy f(xo) fels6 korlatja az A halmaz-
nak, és also korlatja a B halmaznak. Ezért o := sup A és 5 := inf B két olyan
valds szdm, amire

a < f(zo) < B

teljesiil. Igazolni fogjuk, hogy ha a = f(xg), akkor f balrdl folytonos az
xo pontban. Valéban, ha f(xg) az A halmaz szuprémuma, akkor tetszéleges
e > 0 esetén f(zp) — e nem felsd korlatja az A halmaznak. Ekkor van olyan
£ el, £ < xgszam, hogy

f(zo) —e < f(§) < f(o)

teljesiil. Tovabba minden x, — xo I-beli sorozat esetén van olyan ng € N
index, hogy & < x, < xg, ha n > ng. Ekkor a monotonitds miatt

f(x0) —e < f(§) < f(wn) < f20),

azaz |f(zn) — f(z0)] < &, ha n > ng. Igy a hatdrérték fogalma szerint
f(zn) — f(xo). Ezért az atviteli elv alapjan mondhatjuk, hogy f balrdl
folytonos az xp pontban. Hasonl6 médon igazolhaté, hogy ha 8 = f(xo),
akkor f jobbrél folytonos az xy pontban.
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Az el6z6 okfejtésbol kivetkezik, hogy ha f nem folytonos az xy pontban, ak-
kor a < f(xo) vagy B > f(x0), azaz a # . Rendeljiink az xo ponthoz egy, az
Ja, B[ intervallumba esé raciondlis szamot. Mivel az el6z6ek szerint minden
bels6 szakadési helyhez rendelhetiink egy racionalis szamot, igy a bels6 sza-
kadasi helyek halmaza ekvivalens a racionalis szamok egyik részhalmazaval,
azaz véges vagy megszamlalhatbéan végtelen halmaz.

Egy intervallumnak legfeljebb két hatarpontja lehet, ezért ha valamelyik a
fiiggvény szakadasi helye, akkor ez érdemben nem befolyasolja a szakadasi
helyek szamossagat. Ehhez a tétel allitasat igazoltuk.

Egy folytonos fiiggvény sem feltétlentil monoton. Példaul az

f:1-11—R, f(z) = 2?

fiiggvény folytonos, de nem monoton. A fiiggvény a |—1, 0[ intervallumon szigorian
monoton cstkkend, azonban az x = 0 utan névekedni kezd, és igy tjra felveszi az
x = 0 elott felvett értékeket, ezért nem egy-egyértelmii. Ez nem véletlen, hiszen
igaz a kovetkezo allitas.

13. Tétel. Minden intervallumon értelmezett folytonos eqy-eqyértelmi fiigg-
vény szigoruan monoton.

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy az f fliggvény nem monoton,
és értelmezési tartomanya az I intervallum. Ekkor talalunk harom olyan

z <y < z I-beli elemet, hogy f(z) < f(y) és f(z) < f(y), vagy f(z) > f(y)
és f(z) > f(y). A els6 esetben van olyan A € R, hogy

flx) <A< [fly), és [flz) <A< [f(y)

Ekkor a Bolzano—Darboux-tétel szerint 1étezik egy x < & <y és y < & < z,
hogy f(&1) = f(&2) = A, de ez ellentmond a fliggvény egy-egyértelmiiségének.
A masodik esetben is hasonléan jarhatunk el. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tételnek van egy kozvetlen alkalmazéasa. A 7. Tételben azt allitottuk, hogy
minden intervallumon értelmezett szigorian monoton fiiggvény inverze folytonos
fliggvény, és ehhez nem sziikséges feltételezni az eredeti fiiggvény folytonossagat.
Ha mégis tudjuk, hogy folytonos egy-egyértelmii fiiggvényrél van szd, akkor a
monotonitast nem sziikséges feltételezniink, hiszen az el6zd tétel szerint mér a
folytonossagbdl és azaz az invertalhat6siaghdl (az egy-egyértelmiiségbél) kovetkezik
a szigoru monotonités.

14. Tétel (Inverz fiiggvény folytonossiga III.). Minden intervallumon ér-
telmezett invertdlhato és folytonos fiigguény inverze is folytonos fiigguény.
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4.6. Konvexitas és folytonossag

A Valos fiiggvények” cimii tananyagban részletesen foglalkoztunk a fliggvény kon-
vexitasaval. Ott azt tanultunk, hogy egy f valds fiiggvény konvex egy értelmezési
tartomanyaban 16v6 I nyilt intervallumon, ha minden z,y € I, x Ay és0 < A < 1
szam esetén igaz, hogy

fAz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)

Ha ezzel szemben minden z,y € I, x # y és 0 < A < 1 szam esetén igaz, hogy

fAz+ 1 =Ny) 2 Af(x) + (1 =) f(y),

akkor konkév.

15. Tétel (Konvex fiiggvény folytonossdga). Minden nyilt intervallumon
értelmezett, és a teljes intervallumon konvez (konkdv) figgvény folytonos.

Bizonyitds. Legyen I egy nyilt intervallum és f: I — R egy olyan fliggvény,
amely konvex az I intervallumon. Legyen xg € I az intervallum tetszéleges
pontja, és z,, — g egy olyan [-beli sorozat, amire x, < xg teljesiil minden
n € N esetén. Rogzitsiik az xg pont két oldaldn két x,y € I pontot gy, hogy

T<ITp<zo<Y

teljesiiljon minden n € N esetén. Legyen
A= DI (e N).
To— T
Ekkor z, = Az + (1 — Ap)xo, 0 < Ay < 1 és A, — 0, hiszen x,, — 9. A
konvexitdas miatt

flan) = f(Anz 4+ (1 = An)wo) < Anf(z) + (1 = An)f(20) = f(20),
hiszen A, — 0. Legyen most

Yy— 2o
Y — Tn

Op, 1= (n € N).
Ekkor xg = dpzn + (1 — dp)y, 0 < 0, < 1 és §,, — 1, hiszen z, — xo. A
konvexitas miatt

f(@o) = f(Onn + (1= 0n)y) < 0nf(xn) + (1= 0n)f(y),

f(@o) = (1— 8,)£(y)
On

hiszen d,, — 1. A fentiek szerint az f(x,) sorozatot feliilrél és alulrél becsiil-
hetd két olyan sorozattal, amely f(zg)-hoz tart. Ekkor a Rendér-elv szerint
f(zn) — f(xo), amibél az atviteli elv szerint kovetkezik, hogy f balrél foly-
tonos az xy pontban.

flzn) > — f(20),
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Hasonléan jarhatunk el, ha x, — xg egy olyan I-beli sorozat, amire x, > xg
teljesiil minden n € N esetén. Konkav fiiggvény esetén elegendé a fenti
bizonyitasban szerepl6 relaciéjeleket megforditani. Ezzel a tétel allitdsat iga-
zoltuk.

A konvexitas mellett egy Gn. gyengén konvexitasrél is szé esett a ,Valds fliggveé-
nyek” cimii tananyagban. Fogalma a kévetkez6: az f fliggvény gyengén konvex az
I nyilt intervallumon, ha minden x,y € I, © # y szdm esetén igaz, hogy

() < L2

Forditott egyenlGtlenség esetén gyengén konkav fliggvényrol beszélhetiink. Lat-
hatd, hogy a gyengén konvexitas csak A = % esetén koveteli meg a konvexitasnal
szerepl6 egyenlOtlenséget. Ezért a teljestilését konnyebb ellendrizni. Azonban a
gyengén konvexitas nincs annyira ,,messze” a rendes konvexitastol. A ,Valés fiige-
vények” cimii tananyagban igazoltuk, hogy monoton fliiggvények esetén a két foga-

lom egybeesik (9. Tétel). A kovetkezd allitas hasonlot allit folytonos fliggvényekre.

16. Tétel. Legyen f eqy valos figguény, amely folytonos az I nyilt inter-
vallumon. Ha f (szigorian) gyengén konvex figgvény az I intervallumon,
akkor ott szintén (szigorian) konvex figgvény. Ugyanigy, ha f (szigorian)
gyengén konkdv figgvény az I intervallumon, akkor ott szintén (szigorian)
konkdv fliggvény.

Bizonyitdas. Tegylik fel el6szor, hogy f gyengén konvex az I intervallumon.
A [ Valos fiiggvények” cimii tananyagban szerepld 9. Tétel bizonyitasaban azt
igazoltuk, hogy ekkor minden z,y € I, © # y szam és 0 < r < 1 raciondlis
szam esetén

flre+ (1 =r)y) <rf(z)+ 1 —7)f(y) (3)

teljesiil. Legyen 0 < A < 1 tetszoleges valds szam, valamint (r,) egy olyan
raciondlis szadmokbol 4ll6 sorozat, amire 0 < r, < 1 és r, — X teljesiil. (3)
miatt

flrnz+ (1 =r)y) <ruf(z) + (1 —10) f(y)

teljesiil minden n € N esetén. A hatardtmenet megtartja a kisebb vagy
egyenld relaciét. A baloldal az f(Az + (1 — A)y) értékhez tart, hiszen

rnt+ (1 —rp)y = Az + (1 — Ny,
és ha f folytonos, akkor az atviteli elv szerint
frpz+ (1 —rp)y) = fz+ (1 — Ny).
A jobboldal nyilvan A\f(x) + (1 — X) f(y) értékhez tart. Ezért
fOz+ (1 =Ny) <Af(x) + (1= N)f(y),

ami azt jelenti, hogy f konvex az I intervallumon.
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Ha f szigorian gyengén konvex fiiggvény az I intervallumon, akkor az el6bbi
okfejtés szerint f konvex az I intervallumon. A konvexitas azért lesz szigoru,
mert ellenkez6 esetben lenne az I intervallumnak olyan részintervalluma, ahol
f lineéris fiiggvény, és igy f nem lehet szigortian gyengén konvex (lasd az A
,Valos fliggvények” cimii tananyagot).

A bizonyitas hasonléan torténik (szigortian) gyengén konkav fiiggvények ese-
tén. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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5. Egyenletes folytonossag

ez

Nézziik at djra a pontbeli folytonossidg definicidjat! Azt mondtuk, hogy az f
fliggvény az xq értelmezési tartoméanybeli pontjaban folytonos, ha minden e pozitiv
szamhoz taldlunk egy ¢ pozitiv szdmot, hogy minden értelmezési tartoménybeli
pontra, ami az xg pont § sugard kornyezetében van, az teljesiil, hogy a pont f
szerinti képe az f(x¢) pont e sugaru kornyezetébe esik.

Vilagos, hogy § az ¢ megvalasztasatol fiigg, de az xg ponttdl is fiigghet. Ezt jol
illusztralja a kovetkezo példa.

Tekintsiik az y
1
fl]0,00[—>R, f(l‘):;
folytonos fiiggvényt. Legyen zy €]0, 1] egy tet- -
sz6leges pontja és € > 0. Az dbrabdl lathatjuk, |
hogy a legnagyobb § értékre, ami szoba johet, € }
az teljesiil, hogy 1 |
@ | T
1 n 1 ro
N £ = —_—, 1 |
T Ty — 6 L
azaz i 3
__eng B
l4exg 0 To 1 T

A fenti Osszefiiggésnél nem nehéz igazolni, hogy fix ¢ érték mellett a § értéke
monoton cstkkenden tart nulldhoz, ha xg nulldhoz tart. Ez azt jelenti, hogy minél
kozelebb van az xg pont a nulldhoz, annal kisebb § értéket vehetiink, és nincs
legkisebb pozitiv §, ami minden xy pontnak felelne meg. Més lenne a helyzet, ha a
nulla valamennyivel tdvolabb esne a fliggvény értelmezési tartomanyatol. Példaul

az
Lo R, f) =

fliggvénynél fix € érték mellett mar taldlunk legkisebb pozitiv § értéket, hiszen
most xg > 1, és igy a monoton csdkkenés miatt

B exd S e-12 €
Cl4exg 1+e-l 1+e

Ebben a részben olyan fiiggvények keriilnek a koézéppontba, amelyre ez utébbi
jelenség teljesiil.

(4. Definicié. Legyen H C R és A C H. Azt mondjuk, hogy az f: H — R\
fiiggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha Ve > 0-hoz 30 > 0,
hogy ha

|z —y| <6 ésa,y €A, akkor |f(x) — f(y)] <e.

Ha csak azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos, akkor ezt az egész
értelmezési tartomdnydan értjik.

W,
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Az eddig elmondottak alapjan az f(z) = % egyenletesen folytonos az |1, 00| in-
tervallumon, de nem egyenletesen folytonos a ]0, co| intervallumon. Fontos meg-
jegyezni, hogy az egyenletesen folytonossag nem pontbeli tulajdonsag, hanem egy
teljes halmazra vonatkozik, azonban erésebb, mint a halmazon vett folytonossag.

17. Tétel. Ha eqy fiiggvény egyenletesen folytonos egy halmazon, akkor ott
folytonos is.

Bizonyitds. Ha f egyenletesen folytonos az A halmazon és rogzitiink egy
xo € A tetszbleges pontjat, akkor az egyenletesen folytonossag definicidja az
y = x helyettesités mellett pontosan az f fliggvény folytonossagat adja az
zo pontban.

A tétel megforditdsa nem igaz, hiszen lattuk, hogy a ]0, oo intervallumon értelme-
zett f(x) = % folytonos fiiggvény nem egyenletesen folytonos. Mi lehet ennek az
oka? Talan az, hogy a fiiggvény akarmekkora értékeket vehet fel a nulla kézelében,
pontosabban a figgvény nem korlatos a nulla barmely jobboldali kornyezetében.

Az ilyen fiiggvények nem lehetnek egyenletesen folytonosak.

18. Tétel. Ha eqy fiigguény egyenletesen folytonos eqy korldtos halmazon,
akkor a fiigguény korldtos ezen a halmazon.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f egyenletesen folytonos a korlatos A halmazon.

c s 7

van olyan 39 > 0, hogy ha
|t —y| < désx,ye A, akkor |f(z) — f(y)] < 1.

A korlatos halmaz, ezért van olyan [a,b] véges intervallum, hogy A C [a,b].
Mivel az intervallum hossza megndvelheto, igy feltételezhetd, hogy ez § tobb-
szorose, azaz b = a + nd, ahol n egy pozitiv egész szam. Jeldlje

Ap:=Anja+ (k—18,a+kf  (k=1,2,...,n).

Ekkor .
A= U Ap.
k=1
Adott k érték mellett ha az Ay halmaz nem {ires és x-val jeloljiik az egyik

elemét, akkor barmely = € Ay esetén igaz, hogy |x — x| < . Ennek kévet-
keztében |f(z) — f(x)| < 1, azaz

flog) =1 < fz) < flar) + 1.

Ezért az f fiiggvény korlatos az Ay halmazon minden k = 1,2,...,n esetén.
Mivel A el6all véges sok ilyen halmaz unidjaként, igy az f fiiggvény is korlatos
az A halmazon. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.
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Fontos megjegyezni, hogy az A halmaz korlatossdga lényeges feltétel, ellenkezd
esetben el6fordul, hogy a fliggvény nem lesz korlatos az A halmazon. Példaul
kénnyt igazolni, hogy az

f:R—=R, flz)=x

fliggvény egyenletesen folytonos, de nem korlatos.

Nyilvanval6 tény, hogy ha egy fiiggvény egyenletesen folytonos egy halmazon, ak-
kor ennek barmely részhalmazan is az. Ezért ha egy halmaznak van olyan korlatos
részhalmaza, ahol a fiiggvény nem korlatos, akkor a fiiggvény nem lehet egyenle-
tesen folytonos ezen a halmazon.

A 18. Tétel megforditdasa nem igaz, azaz van olyan korlatos halmazon értelmezett
korlatos fliggvény, amely nem egyenletesen folytonos. Miel6tt erre ratériink, fejez-
ziik ki az egyenletes folytonossig fogalmat sorozatok segitségével ahhoz hasonléan,
ahogy a pontbeli folytonossigot az arviteli elvvel ki tudtunk fejezni.

19. Tétel. Legyen H CR és AC H. Az f: H — R fiigguény akkor is csak
akkor egyenletesen folytonos az A halmazon, ha minden (x,) és (y,) A-beli
sorozatok esetén, amikre x, —y, — 0 teljesiil igaz, hogy f(xn)— f(yn) — 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény egyenletesen folytonos az A
halmazon. Legyen ¢ > 0 tetszbleges. Az egyenletes folytonossig definicibja
szerint 36 > 0, hogy ha

v —y| < d ésx,ye A, akkor |f(z) — f(y)] <e.

Legyen (x,) és (yn) két olyan A-beli sorozat, amire z, — y, — 0 teljesiil.
Ekkor Ing € N, hogy ha n > ng, akkor |z, —y,| < 0. Igy az el6bbiek szerint
|f(xn) — f(yn)| < e. Ez pontosan azt jelenti, hogy f(x,) — f(yn) — 0.

Masrészt tegyiik fel, hogy az f fiiggvény nem egyenletesen folytonos az A

halmazon. Ekkor de > 0, hogy Vé > 0-hoz taldlunk olyan z,y € A szamot,
amire

[z —yl <o é |f(x)—fly)l>e

teljesiil. Legyen § = % minden n € N esetén, és minden ilyen §-hoz vilasszunk
két olyan z,, és y, A-beli értéket, amire a fenti két egyenlétlenség teljesiil. Igy
két olyan sorozatot taldltunk, ami A-beli elemekbdl all,

o =l < s 1fan) = flun)| > 2

teljesiil. Az els6 egyenl6tlenség miatt =, — y, — 0, de a masodik egyenl&t-
lenség miatt f(xz,) — f(yn) # 0.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Az el6z6 tétel segitségével tudjuk igazolni, hogy az

1 1
: 10, —| = R, = sin —
I IR
fliggvény nem egyenletesen folytonos. Valéban, ha
1 , 1
Ty :— — es = —
" 2mn LAY z
akkor
1 1 1
Tn — Yn = — O,

2mn  2mn 4+ % " An(2mn + 5)

de f(zn) = 06s f(yn) = 1, azaz f(zn) — f(yn) # 0. Igy a 19. Tétel szerint a
fliggvény nem egyenletesen folytonos, pedig az Osszetett fiiggvény folytonossagarol
52616 5. Tétel értelmében folytonos a }o, #} korlatos halmazon. A példa mutatja,
hogy a 18. Tétel nem fordithaté meg.

Ha mar a korlatossag nem elegendd, akkor keresniink kell mas feltételeket, amik
garantaljak az egyenletes konvergenciat. A 19. Tétel alapjan olyan tulajdonsdgot
érdemes keresni, ami biztositja, hogy ha x,, — y, — 0, akkor f(zy,) — f(yn) — 0.
Ilyen lehet az, ha létezik olyan L > 0 azam, hogy minden x,y € A esetén

[f(z) = f(y)| < Lz —y|

teljesiil. Ekkor azt mondjuk, hogy a fliggvény kielégiti a Lipschitz-féle feltételt
az A halmazon. Ha ez a feltétel teljesiil és x,, — y, — 0, akkor

0 < [f(xn) = f(yn)| < Llzn —yn| =0,

amibdl kovetkezik, hogy f(zn) — f(yn) — 0. Ezért ha egy fiiggvény kielégiti a
Lipschitz-féle feltételt egy halmazon, akkor egyenletesen folytonos ezen a halma-
zon.

Masrészt tudjuk, hogy az
flx) = fy)
=Yy
hanyados nem maés, mint az (x, f(z)) és (y, f(y)) pontokon atmend egyenes me-
redeksége. Ezért a Lipschitz-féle feltétel geometriai jelentése az, hogy az A hal-
mazhoz tartozo fiiggvény grafikonjanak két tetszoleges pontjan atmendé egyenes
meredeksége nem lehet akarmilyen nagy, csak a —L és L értékek kozott mozog.

Nem minden egyenletesen folytonos fliggvény elégiti ki a Lipschitz-féle feltételt.
Ilyen példaul az
A0 =R, fa)=a

fliggvény, hiszen ha 0 < x <1 és y = 0, akkor az

’f(x)—f(y)‘_ v 1
T -y

x NG
hanyados nem korlatos minden 0 < z < 1 esetén. De miért egyenletesen folytonos
folytonos az elézd fuggvény? A valaszt a kovetkezo tétel adja.
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20. Tétel (Heine-tétel). Minden korldtos és zdrt intervallumon értelmezett
folytonos fligguény egyenletesen folytonos is.

Bizonyitds. Indirekt médon jarunk el. Tegytk fel, hogy a,b € R és az
f:[a,b] — R fuggvény folytonos az [a,b] intervallum minden pontjiban, de
nem egyenletesen folytonos. Ekkor a 19. Tétel szerint van két olyan (x,) és
(yn) sorozat, amelyre igaz, hogy %,y € [a,b] minden n € N esetén,

Ty — Yn — 0, de f(xn) - f(yn) 7L> 0.

(x,) korlatos sorozat, hiszen elemei az [a, b] intervallumbol valék. A Bolzano—
Weierstrass-tétel szerint minden korlatos sorozatnak van konvergens részso-
rozata, igy az (x,) sorozatnak is van. Legyen tehéat (z],) egyik konvergens
részsorozata. Mivel [a, b] zért, {gy («] ) hatdrértéke az [a, b] intervallum eleme.
Ezért ha xo-val jeloljiik az (z,) hatarértékét, akkor x¢ € [a, b].

Nézziik meg, hogy az (x],) részsorozat az (x,) sorozat melyik elemeibdl épiil

fel. Ehhez tekintsiik azt a szigortan monoton névekvé ¢ leképezés, amellyel
a kivalogatas torténik, azaz

(n € N).

Ugyanazzal a szaballyal valogassuk ki az (y,,) sorozatbdl egy (y/,) részsoroza-
tot, azaz

y’;l = Yop(n) (n S N)

Ekkor (z], — y!,) részsorozata az (x, — yp) sorozatnak, ezért szintén tart a

nulldhoz. gy

Yn = (Yn — 23) + 25, = 0+ 20 = 0,
azaz (y),) is zo-hoz tart. Azonban az f fuiggvény folytonos az [a, b] intervallum
minden pontjaban, és igy az xo pontban is. Ezért

flan) = flxo) & flyn) — flao),

hiszen az atviteli elv szerint minden zg-hoz tart6 sorozat képsorozata f(x¢)-
hoz tart. Tehat f(x,) — f(yn) — 0, ami ellentmond a feltételezéstinknek.
Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

A Heine-tétel segitségével nem nehéz tovabbi példakat adni egyenletesen folytonos
fliggvényekrdl, hiszen a benne szerepld feltételek teljesiilése sok esetben kénnyen
igazolhat6. Példaul az

[0, =R, flz)=Vz

fliggvényrdl tudjuk, hogy folytonos. Mivel értelmezési tartomanya egy korlatos és
zart intervallum, igy a Heine-tétel alapjan egyenletesen folytonos.

Az egyenletes folytonossag egy nagyon hasznos tulajdonsag, ezért tobbszor vissza-
tér majd késébbi tanulméanyainkban.
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6. A fiiggvény pontbeli hatarértéke

A fiiggvény folytonossagat a fiiggvény egyes értelmezési tartomanybeli pontjaiban
értelmeztiik. A folytonossag fligg a fiiggvény veselkedésétdl nem csak kizardlag a
pontban, hanem annak egy kis sugari kornyezetében is. Ha a pont nem izolalt,
azaz minden kornyezete tartalmaz téle kiillonbozé értelmezési tartomanybeli pon-
tot, akkor érdemes kiilon megvizsgdlni a fuggvény viselkedését a ponthoz kozeli
helyeken. El6fordulhat, hogy ez a viselkedés megfelel a folytonossag altal elvart
kovetelményeknek, de gond van a pontban felvett értékével.

Léassuk egy példat! Az

2 ha x #0, Y
/i R—R, f(a:)::{l ha - 0,
fliggvény nem folytonos az g = 0 pontban,
azonban csak annyival tér el a folytonos
9: R =R, g(x) := 2* 14
masodfoku fliggvénytol, hogy ebben pont-

ban mas értéket vesz fel. FEzért az zg OT z

pont kornyezete olyan tulajdonsagokkal

bir, hogy a megfelelé f(zg) érték megva-

lasztasaval a fiiggvény folytonos lehet az xy pontban. A példdban ez az érték a
g fiiggvény értéke az xg pontban, ami nullaval egyenls. Ez lesz az f fiiggvény
hatarértéke az xy pontban.

~
5. Definicié. Legyen H C R és xqg torldoddsi pontja H-nak. Azt mondjuk,
hogy az f: H — R walds figguénynek létezik hatdrértéke az xg pontban és
ez A-val egyenld, ha Ve > 0-hoz 30 > 0, hogy ha

0<|z—xzo| < ésax e H, akkor |f(z)— A| <e.

Ekkor a lim f(x) = A jelolést alkalmazzuk.

T—rT0

G _J

Ha létezik, akkor a fliggvény pontbeli hatarértéke egyértelmii, hiszen két A és
B hatarérték esetén barmely € > 0 szdmhoz lenne legaldbb olyan z értelmezési
tartomanybeli pont, amire egyidejiileg

f@)—Al<e & |f@@)—Bl<e
teljesiilne. Ekkor
A= B| < [f(z) - Al + [f(z) — B| < 2,

ami csak akkor lehetséges, ha A = B.
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Nem meglepd, hogy nagy a hasonlésag a fiiggvény pontbeli folytonossaga (lasd
az 1. Definiciét) és az elébb értelmezett fiiggvény pontbeli hatarértéke kozott,
hiszen éppen azt az A értéket kerestiink, amivel f(xg) = A esetén az f fuggvény
folytonos lesz az xg pontban. Azonban két szembetling kiilonbség lathatéd. A fiige-
vény hatarértékének definici6ja nem kéveteli meg, hogy az xg pont eleme legyen a
fliggvény értelmezési tartomanyanak, ami a pontbeli folytonossag egyik feltétele.
Viszont megkéveteli, hogy xg torlédasi pontja legyen a fiiggvény értelmezési tar-
tomanyanak, azaz ne legyen izoldlt pontja, pedig tudjuk, hogy minden fiiggvény
folytonos az izolalt pontjaiban. Az el6z6 két eset elkeriilésével mar érvényes a
kovetkezé allitas.

4 )
21. Tétel. Legyen H C R és xg € H torloddsi pontja H-nak. FEkkor az
f: H — R walos fligguény akkor és csak akkor folytonos az xg pontban, ha
ott létezik a fiigguénynek hatdrértéke és

lim f(z) = f(zo).

T—rxT0
\_ J

Bizonyitds. Az allitds azonnal kovetkezik a pontbeli folytonossag és a pont-
beli hatarérték fogalmak Osszehasonlitdsabol f(zp) = A esetén.

Az el6z6 tétel a pontbeli hatarértékszamitas alapkoncepcidjat adja, miszerint ha a
keresett kifejezés folytonos a pontban, akkor elegendd a pontot behelyettesiteni a
kifejezésbe. Példaul
Ptw 0240 _ 0 g

)

lim e* e

z—0
hiszen a g(z) = 22 + x polinom és f(x) = e exponenciélis fiiggvény folytonos
fiiggvények, ezért az f(g(z)) = e+ Bsszetett figgvény is folytonos.

El6fordul, hogy a hatarértékben 1év6 kifejezést eloszor at kell alakitani. Példaul

22 +2-3 . (x—-1)2x+3) . 22+3 2-14+3 5
lim ——— = lim = lim = .
=1 2 -1 z—1 (x —1)(z+ 1) z—1 x+1 1+1 2
Az €l6z6 példéban szerepld
222 + 2 —3
o) =—m—7

raciondlis tortfliggvény folytonos minden értelmezési tartomanybeli pontjaban, de
az x = 1 helyen nem értelmezhetd, igy nem tudtunk behelyettesiteni. Azonban a
fliggvényt az ,

20+ -3 22+3
fa)= TR = @)
modon alakitottunk at. Az atalakitas ekvivalens, ha x # 1, ami megfelel a célja-
inknak, hiszen a pontbeli hatarérték kiszamitasahoz egy, a pontot nem tartalmazé
kornyezetben kell vizsgalni a fliggvényt, és nem magaban a pontban. Az atalaki-
tas utan kapott kifejezés mar folytonos az x = 1 pontban, igy a végeredményhez
elegend6 ezt az értéket behelyettesiteni az 4j kifejezésbe.
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2. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezo hatdarértékeket!

) I 325 + 222 + & b) i 325 + 222 + &
VoA T 2 i 220 22+ 2z
o435 —22—x—1 V1422 -1
¢) lim 5 , d) lim ———,
z—1 x> —1 z—0 €
. 1 2 L3 —Vx+T
Y alcl—>mlx—1_x2—1’ P il—% x2—4

Megolddas:
. 320 + 222 + &
a) | lim —
r——1 xs + 2%

A folytonossiag miatt rogton be tudjuk helyettesiteni az x = —1 értéket.

® 4 222 —1)5+2(-1)* -1
lim3x+w+x_3( )’ +2(—1)

- -9
v=-1 2242z (—1)2 -2

3+ 222+
lim — s
z—0 x4+ 2z

Atalakitds utdn egy kifejezést kapunk, ami az # = 0 pontban folytonos.
Ebbe behelyettesitjiik az z = 0 értéket.

o3+ 2224 (32t + 22+ 1) o3t 4241 1
lim ————= = lim = lim &~~~
=0 24 2z -0 x(z +2) z—0 T+ 2 2

o3P —222 —x—1
lim 3
rz—1 0 —1

Alkalmazzuk a polinomokrdl tanultakat (lasd a ,Valos fiiggvények” cimi
tananyagot)! Ha z( gytke egy polinomnak, akkor a polinom oszthaté az
x—xq els6foki polinommal, és igy fel tudjuk bontani két polinom szorzata-
ra, ahol az egyik szorzotényez6 x —xg, és a masik tényez6 polinomosztassal
vagy Horner-féle elrendezéssel hatdrozhaté meg. Mi most a szamlalénal a
Horner-féle elrendezést alkalmazzuk az atalakitdshoz:

A Horner-féle elrendezéssel gy dolgozunk, hogy egy téblazat fels§ sord-
ban az osztand6 polinom egyiitthatéi szerepeltetjiik, a masodik sorban a
fiigg6leges vonal el6tti elem a zérushely (ez itt 1), a vonal utani els6 elem


http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_fv
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megegyezik a felette levé elemmel (ez itt is 1) és utdna tugy kapjuk sor-
ban az elemeket, hogy a megel6z6 elemet megszorozzuk a zérushellyel és
hozzaadjuk a felette levs elemet, azaz

1-143=4,1-44+0=4, 1.4+0=4, 1.4-2=2,1.2—-1=1, 1-1-1 = 0.

A maésodik sor elemei (az utolsé nulla kivételével) a keresett polinom
egyutthatéi. A nevezdben 1év§ kifejezés szorzatrabontdsa egy nevezetes
szorzatbol kapjuk. Igy

a4 3h 22— —1
lim =

z—1 3 —1
. (z —1)(2° + 42t + 423 + 42% + 22 + 1)
o—1 (x—1)(a2+z+1)
i 20 At 4 422 +22+1 16
= lim = —.
z—1 2+zr+1 3
V1422 -1
d) | lim
z—0 €T

Végezzik el a kovetkezd atalakitasokat!

CoVIF+22—-1 0 V1422-1 Vi+a22+41
lim ———— = lim . =
z—0 T z—0 T Vi4+z2+1
. 1+22-1 0
= lim

X
= lim = =0
e=20p(VI+a2+1) 2=0V14224+1 V140241

1 2

¢) a%l—>mlx—1 2 -1

Hozzuk koz6s nevezore a kifejezést!

. 1 2 . z—1 . 1 1
lim - =lm-—— = lim— ==
a=lox—1 22-1 a=l(z—1)(x+1) a=laz+1 2

L3 —Vx+7
f) | lim ———

=2  x2—4

Végezziik el a kovetkezd atalakitasokat!

3—Vr+7 3=V +T7T 3+vVr+T7

L By L R Ry e A
I 9—(z+7)
= 111m g
2 (o= 2@+ 2B+ Vo1 T)
—1 1

I .
2 (z+2)B+vrt7) 24
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Az el6z6 feladatban alkalmazott koncepcié nem mindig alkalmazhato, és emiatt
més mobdszerek utan kell kutatni. Az atviteli elvvel sikertilt sorozatok segitségével
elég hatékonyan kifejezni a pontbeli folytonossagot. Ebben az esetben is hasonléan
jarunk el.

N
22. Tétel (Atviteli elv pontbeli hatérértékre). Legyen H C R és xg torlddd-

st pontja H-nak. Ekkor az f: H — R valds fiigguénynek akkor és csak akkor
van hatarértéke az xo pontban, ha minden xg-hoz tartd (x,): N — H\{zo}
sorozat esetén teljesil, hogy az y, := f(x,) sorozat eqy kozos A értékhez
tart.

J

Bizonyitds. A bizonyitds a pontbeli folytonossag atviteli elvéhez hasonléan
torténik, ha f(zg) helyett az A szamot irjuk, ezért nem részletezziik.

Az atviteli elv érthetden fejezi ki, hogy milyen tulajdonsaggal birjon a fiiggvény az
o pont koérnyezetében ahhoz, hogy a fiiggvény ott folytonos lehessen. Mégpedig
azzal, hogy minden értelmezési tartoménybeli sorozatra, ami a ponthoz tart, de
nem éri el a pontot, teljesiiljon, hogy a képsorozata konvergens, és ugyanoda tart
a sorozattol fiiggetleniil. Roviden kifejezve:

Va, € Dy \{zo}, xp = 20 = f(an) = A.

Ekkor A a fiiggvény hatarértéke az xg pontban. Ez természetesen nem elegendd
ahhoz, hogy a fliggvény folytonos legyen az xy pontban, hiszen sziikséges még,
hogy a fliggvény értelmezve legyen az xo pontban és f(zg) = A.

Az atviteli elv segithet megoldani konkrét feladatokat és igazolni fontos elméle-
ti tételeket. ElOszor az elsérdl kapunk izelitét a kovetkezd nevezetes hatarérték
kiszamitasakor.

23. Tétel. .
sin

lim =1
z—0 X

Bizonyitas. Legyen x, — 0 egy pozitiv valés szdmsorozat, igy véges sok
elemtdl eltekintve 0 < x, < 3.
Az abran jelolje O az origét, R az (1,0)

koordinataju pontot, P olyan pontot, Yy

hogy a P és R kozotti iv hossza x, le- =l Q
gyen, ) olyan pontot, amely rajta van !
az O-bél indulé P-n 4tmend félegyene- SIN &y === === - - 1

sen és QR meréleges az x tengelyre. A 3
szinusz és tangens fliggvény értelmezése b\
miatt sinz, a P pont és az x tengely ta- l
volsaga, mig tgx, a ) pont és az x ten- 0 ‘ Rl x
gely tavolsaga.
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Az ORP haromszog teriilete kisebb, mint az ORP korcikk teriilete, ami ki-
sebb mint az ORQ haromszog teriilete. Mivel OR = 1, az €l6z6 teriiletek

i s t 1
rendre S5 o és B amibdl

2 2

sinz, < x, <tgz,,

.. . . _osinx 2. s ; . et o
kovetkezik. Mivel tgx = 2522 és sinz,, # 0, {gy a sin x,, kifejezéssel osztva az

el6z6 egyenlGtlenséget azt kapjuk, hogy

1
1< 2n

- < .
sinx,  cosz,
A koszinusz fliggvény folytonossdga miatt cosx,, — cos0 = 1, ha z,, — 0, igy

T 1
1< " < — 1.
sinx,  cosx,

Ekkor a Renddr-elv miatt

Ty sin zp,
- — 1, azaz
sin x,, Tn

— 1.

Ha z, — 0 és véges sok elemtdl eltekintve negativ, akkor a

sin(—z) —sinz sinz

—T —ZT T

sin x,

azonossag miatt — 1.

In

Ha z, — 0, de végtelen sok pozitiv és negativ elembdl all, akkor a pozitiv és
a negativ elemekbdl all6 részsorozatok egy diszjunkt felbontasit alkotnak az
(xn,) sorozatnak. Az eléz6ek alapjan mindkét részsorozat

sin x

flw) =

X

fiiggvény szerinti képsorozata 1-hez tart. Ezért a teljes (z,,) sorozat f szerinti
képsorozata is 1-hez tart, azaz

sin xy,
— 1.

Tn

Ekkor az atviteli elv szerint igaz a tétel allitasa.

Az atviteli elvet két fontos allitas igazolasaban fogjuk alkalmazni, amelyekkel gyak-
ran talalkozunk feladatok megolddsaban. Az els6 a pontbeli hatarérték és a mi-
veletek kozotti kapcsolatot mutatja. A méasodik az Osszetett fliggvény pontbeli
hatarértékérol szol.
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4 )
24. Tétel (A pontbeli hatarérték és a miiveletek felcserélhetésége). Legyen

H C R, g € H torloddsi pontja H-nak, c € R és f,g: H — R walos
figguények. Ha létezik az f és a g flgguény hatdrértéke az xo pontban,
akkor

e lim c¢f(z) =c lim f(x)

T—>TQ T—TQ

o Jim (f(2)+9()) = lim f(@)+ lim g(z)

T—>T0 T—I0

o Jim f(@)g() = lim f(x) lim g(x)

T—rT0 T—T0
lim f(z)
. f Z T—T0 .
1 = ha 1 .
e T T (007
\_ J

Bizonyitdas. A tétel allitasa azonnal kovetkezik az atviteli elvbél és a ,Hatar-
értékszamitas” cimli tananyagban talalhat6, a hatardtmenet és a miveletek
felcserélhet6ségérol szold tételbol.

( . )
25. Tétel (Osszetett fliggvény pontbeli hatarértéke). Legyen Hy, Hy C R

és g: HA — Hsy, f: Hy — R két valds fiigguény, tovabbd zo és yo a Hi,
illetve a Ha halmaznak olyan torlodasi pontjai, amire

yo= lim g(z) é A= lim f(y)
teljestil, ahol A € R. Ha még az xg pontnak van olyan kérnyezete, ahol
az xo pont kivételével a g figguény nem veheti fel az yy értéket, vagy f
folytonos az yo pontban, akkor az f o g fligguénynek létezik hatdrértéke az
xo pontban és

lim f(g(x)) = A.

\ J

Bizonyitdas. A feltételek szerint Hy az f o g Osszetett fiiggvény értelmezési
tartomanya. Legyen z, — xg egy tetszOleges Hi-beli szdmsorozat, ami nem
veszi fel az xg értéket. Mivel yy a g fliggvény pontbeli hatarértéke az xg
pontban, igy az atviteli elv szerint az y, := g(x,) sorozat tart yo-hoz, azaz
(yn) egy olyan Hs-beli szamsorozat, amire y,, — yo teljesiil. Ekkor a tétel
feltételei alapjan két esetet fogunk megkiilonboztetni.

e Az zy pontnak van olyan kornyezete, ahol az zg pont kivételével a g
fliggvény nem veheti fel az yo értéket. Mivel z,, — x¢, igy véges sok
n kivételével az x, eleme ennek a kornyezetnek. Véges sok sorozatbe-
li elem nem befolydsolja a sorozat hatérértéket, emiatt feltételezhetd,
hogy minden z,, a kérnyezetnek eleme. Mivel A az f fliiggvény pontbeli
hatérértéke az yg pontban, igy az atviteli elv szerint minden Hs-beli
sorozat, ami nem veszi fel az yg értéket és yg-hoz tart olyan, hogy f sze-
rinti képsorozata A-hoz tart. Mivel (y,) ilyen sorozat, ezért f(y,) — A.


http://bit.ly/toledo-tananyag-hatarszam
http://bit.ly/toledo-tananyag-hatarszam

6. A fiiggvény pontbeli hatarértéke 48

e f folytonos az yg pontban. Ekkor a folytonossidgra vonatkozd atviteli
elv szerint minden Hs-beli yg-hoz tarté sorozat f szerinti képsorozata
f(yo)-hoz tart. Mivel (y,) ilyen sorozat, ezért f(y,) — f(yo), de a
folytonossag miatt f(yo) = A, és igy f(yn) — A.

Mindkét esetben azt igazoltuk, hogy f(y,) — A. Osszefoglalva: minden
xn € Hy \ {xo} sorozat esetén, amire x, — x¢ teljesiil igaz hogy

f(g(zn)) = f(yn) — A.
Ezért az atviteli elv szerint

lim f(g(x)) = A.

T—T0

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az eléz6 tétel feltételei élesek, amint a kovetkezd példa mutatja. Legyen

1 haz#0
‘R = R, x) = ’
/ /(@) {O ha z =0,
és
1
rsin= hax #0,
R —> R, x) = r
g 9(@) {O ha x = 0.
Minden z,, — 0 nem nulla elemeket tartalmazé sorozat esetén a
o1
g(zy) = oy sin -

sorozat el6all egy nulldhoz tart6 és egy korlatos sorozat szorzataként, ami miatt
nulldhoz tart, azaz g(x,) — 0 = ¢(0). Ezért az atviteli elv miatt a g fiiggvény
folytonos az xy = 0 pontban. Tehéat

lim g(z) = 0.

T—T0

Masrészt az f fiiggvény nem folytonos az yo = 0 pontban, de

lim f(y) =0.

Y—Yo

Igy a tételben alkalmazott jelolések értelmében A = 0. Vegyiik az

sorozatot! Mivel x,, — 0 és g(x,) = 0, igy az z¢p = 0 pontnak nincs olyan kor-
nyezete, ahol az xy pont kivételével a g figgvény nem venne fel az yg = 0 értéket.
Masrészt f(g(zn)) = f(0) = 1. Ezért az f o g figgvény hatérértéke az xy pontban
nem lehet A.
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A 25. Tétel eredménye a

lim f(g(z)) = lim f(y)

T—x0 Y—Yo

médon is frhat6, ami felfoghat6, mint ha a lim f (g9(x)) hatarértékben alkalmaztuk
0

volna az y = g(z) helyettesitést y — yo mellett. Léssuk ennek alkalmazisat a

gyakorlatban! Szamitsuk ki a
sin 2x

im —
x—0 sin 3x

hatarértéket! Elészor végezziik el a kovetkez6 atalakitasokat!

sin 2x 9 sin 2x

= lim —-%¢ (4)

sin 3x sin 3z
S oL z—0 3731"

lim — = lim
z—0sin3xz  z—0

Az y = 2x helyettesitéssel, ha x — 0, akkor y — 0, ezért a 23. Tételben szerepld
nevezetes hatarérték szerint
sin 2z sin y

lim 2 = lim 2 = 2lim
z—=0 2 y—0 y y—0

siny 9

Hasonléan, az y = 3x helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

gy (4) jobb oldaldn szereplé hanyados hatarértéke olyan, hogy létezik kiilon a
szamlé és a nevezd kifejezés hatarértéke, és ez utobbi nem nulla. Ezért a pontbeli
hatarérték és a miveletek felcserélhet6ségérél szold tétel szerint

sin 24 9 sin 2z lim ZM 9
lim — = lim siﬁgx = $'_>0 sm3z -
z=0sin3zr  2—0 3ULIL il_)r%337 3
3. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdarértékeket!
. tgdzx _ sin?2z
L O
1 —cosz sin 2x
c) lim ———, d) lim .
x—0 € T=HT L — T

Megoldds: A feladatok megoldasaban értelemszeriien alkalmazzuk a pontbeli
hatarérték és a miiveletek felcserélhet6ségérol szold tételt.

a) Alkalmazzuk az y = 3x helyettesitést! Ha x — 0, akkor y — 0, igy

. tgdzx . sin 3z . 1 . sin3x
lim = lim ———— = lim - lim =
z—=0 I z—=0xcosdr zx—0cosd3x z—0
3 1 .
= lim 3Sln - 3 lim - lim Sy _ 3.

- I1m
z—0 cos3x z—0 3z y—=0cosy y—0 y
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b) Alkalmazzuk az y = 2x helyettesitést! Ha x — 0, akkor y — 0, {gy

hmm¥2$:<Hm$nmj2:(Mnfmzﬁ2:4<Mn$M02:4
z—0  2x y—=0 gy

Megjegyzés: a feladat a sin2x = 2sinx cosx azonossag segitségével is
megoldhaté.

¢) Végezziik el a kovetkez6 atalakitdsokat!

. 1—cosx . 1l—cosx 14 cosx
lim —s = lim 5 . =
z—0 x z—0 x 1+ cosx

1—cos?x . sin? x

250 x2(1 4+ cos ) 250 22(1 4 cos )

, 1 ( anx>2 1
=lim — - [ lim = —.
z—01+cosx \z—0 =z 2
d) Alkalmazzuk az y = x — 7 és z = 2y helyettesitéseket! Ha = — 7, akkor
y—0ész—0,igy

sin 2z , sin2(y + ) . sin2y

im =lim ————= = lim
T — T y—0 Yy y—0 y
. sin?2 . sinz
= 2 lim y:2hm = 2.

y—0 2y 20 2
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7. Szakadasi helyek osztalyozasa

Az el6z6 részekben taldlkoztunk olyan fliggvényekkel, amelyek nem folytonosak,
azaz legalabb egy olyan értelmezési tartomanybeli pontjuk volt, ahol a fliggvény
nem folytonos. Ilyen példaul az

f:R—R, f(:z:)::{ac2 ha z 70,

1 ha x = 0.

fliggvény, amely nem folytonos az xzp = 0 pontban. Az olyan értelmezési tarto-
manybeli pontot, ahol a fliggvény nem folytonos, a fiiggvény szakadasi helyének
nevezzik.

Ebben a részben részletesen fogjuk megtargyalni azokat az okokat, amik ahhoz
vezetnek, hogy egy fliggvénynek szakaddsi helye legyen egy adott pontban. A leg-
egyszeriibb ok az el6z6 példaban lathatd, azaz a fliggvénynek létezik hatérértéke
egy adott pontban, de ott a hatarérték nem egyezik meg a fiiggvény altal felvett ér-
tékkel. Ekkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek megsziintethetd szakadasa
van az xrg pontban.

A megsziintethet szakadds elnevezés azt sugallja, hogy a fiiggvény pontbeli ér-
tékének megvaltoztatasaval olyan fiiggvényt kaphatunk, amely méar folytonos a
megadott pontban. Ehhez persze nem akarmilyen értéket adhatunk, kizardlag a
fliggvény a pontban valé hatarértéke johet széba. Sajnos ez utébbi nem mindig
létezik. Ez lathaté a kovetkezo példaban.

Az f(x) := signx fiiggvény esetében a

minden z,, — 0 pozitiv elemekbdl allé so-
rozat esetén f(z,) = 1, de ha a sorozat
negativ elemekbdl &all, akkor f(z,) = —1.
gy az atviteli elv szerint a hatdrérték nem f(xz) =signx
létezik.

Y
lim sign x 11
T—
hatarérték nem létezik. Ennek oka, hogy 0
{1

Azonban mas a helyzet, ha a szignum fiiggvény xo = 0 pont kordli veselkedését
csak a pont bal vagy jobb oldalan vizsgdlnank. Pontosabban, ha a szignum fligg-
vényt a pozitiv szamok halmazara sziikitenénk, akkor az igy kapott fiiggvénynek
az azonosan 1 fliggvény lenne, és igy mar létezne hatarértéke az xg = 0 pontban,
ami 1-gyel lenne egyenlé. Hasonlbéan, ha a negativ szdmok halmazara sziikitenénk,
akkor a hatarértéke az xg = 0 pontban —1 lenne.

Az el6z6 gondolatmenet alkalmazhaté barmilyen H halmazon értelmezett fiigg-
vényre, de csak olyan x¢ pontban, amely torl6dasi pontja a HN| — oo, zg[ vagy a
HN|]xg, oo[ halmaznak. Az elsé esetben azt mondjuk, hogy z( jobboldali torlédési
pontja a H halmaznak. A masodik esetben azt mondjuk, hogy xg baloldali tor-
16dési pontja a H halmaznak. Ez vezet a fliggvény bal- és jobboldali hatarérték
fogalmahoz.
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6. Definicié. Legyen H C R és xg jobboldali torlodasi pontja a H hal-
maznak. Azt mondjuk, hogy az f: H — R walds fligguénynek van baloldali
hatdrértéke az xo pontban és ez a By valds szammal egyenld, ha az f fiigg-
vény a HN] — 0o, x0] halmazra vald lésziikitésének van hatdrértéke az x
pontban, és ez Bi-gyel eqyenlo. Ekkor a

lim f(x) =B

m—)a:o

jelolést alkalmazzuk.

7. Definicié. Legyen H C R és xg baloldali torléddsi pontja a H halmaz—\
nak. Azt mondjuk, hogy az f: H — R wvalds fiigguénynek van jobboldali ha-
tarértéke az xg pontban és ez a By valds szdmmal egyenld, ha az f fiigguény
a HNxg, oo halmazra vald lészikitésének van hatdrértéke az xo pontban, és
ez Bo-vel egyenlo. Ekkor a

lim f(z)= Bo

4L
LE—>ZE0

L jelolést alkalmazzuk. )

Alkalmazzuk az atviteli elvet kozvetleniil a baloldali hatarérték fogalméban szerep-
16 lesziikitett fliggvényre! Azt kapjuk, hogy tetszéleges zo-hoz tarté HN| — oo, xo[-
beli sorozat képsorozata egy kozos By értékhez tart. Emiatt csak azok az értelme-
zési tartomanybeli sorozatok johetnek szoba, amelyeknek értéke kisebb, mint zq.
Réviden kifejezve:

Vz, € Dy \{zo}, Tn < x0, Tn = 20 = f(xn) — Bi.

Ezt hivjuk atviteli elvnek a fliggvény baloldali hatarértékére vonatkozbéan. Ha-
sonldan jarunk el jobboldali hatarérték esetén. Ekkor azt kapjuk, hogy tetszoleges
értelmezési tartomanybeli sorozatra, amelynek értéke nagyobb, mint z¢, igaz, hogy
a képsorozata egy kozos By értékhez tart, azaz

Vo, € Di\ {xo}, xn > x0, 2n = 20 = f(xn) — Ba.

Ez az atviteli elv a fiiggvény jobboldali hatarértékre vonatkozdan.

A definiciobdl is lathatd, hogy a bal- és jobboldali hatarérték szorosan kapcsolédik
a fliggvény bal- és jobboldali folytonossagahoz ugyanigy, ahogy a pontbeli hatér-
érték kapcsolodik a fliggvény folytonossagahoz a pontban. Ez azt jelenti, hogy ha
x9 € H és még jobboldali torlodasi pontja a H halmaznak, akkor az f: H — R
valos fliggvény akkor és csak akkor balrél folytonos az xy pontban, ha ott 1étezik
a fiiggvény baloldali hatarértéke és

lim f(z) = f(zo).

$—>IO
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Hasonléan, ha xg € H és még baloldali torlédasi pontja a H halmaznak, akkor az
f: H — R valés fiiggvény akkor és csak akkor jobbrol folytonos az xg pontban,
ha ott 1étezik a fliggvény jobboldali hatarértéke és

lim f(z) = f(wo).

+

Ha egy fliggvény hatarértéke létezik egy megadott pontban, és a pontot tetszoleges
pontossaggal meg tudjuk kozeliteni nala kisebb és nagyobb értelmezési tartomany-
beli értékekkel, azaz egyszerre bal- és jobboldali torlodéasi pontja az értelmezési
tartomanynak, akkor létezik a bal- és jobboldali hatarértéke a pontban, és a ketto
egyenl6. Ez az allitas megfordithatd, ahogy a kovetkezo tétel allitja.

4 N\
26. Tétel. Legyen H C R és xg egyszerre bal- és jobboldali torléddsi pontja

a H halmaznok. Az f: H — R walds fligguénynek akkor és csak akkor
van hatdrértéke az xg pontban, ha van bal- és jobboldali hatdrértéke az xg
pontban és ezek egyenlok. Ekkor

lim f(z)= lim f(z)= lim f(x).
H=ED Ty z%za'
\ J

Bizonyitds. Ha létezik a fliggvény hatarértéke az xg pontban, akkor minden
xp-hoz tarté sorozat tart egy kozos A értékhez, beleértve azokat is, melyek
nagyobbak vagy kisebbek, mint xg, igy létezik bal- és jobboldali hatarértéke
az xg pontban, és mindketté A-val egyenlo.

Forditva tegyiik fel, hogy létezik a fliggvénynek bal- és jobboldali hatarértékek
az rg pontban és ezek egyenldk egy A értékkel. Vegylunk egy x, — xg, H-beli
sorozatot.

e Ha z,, csak véges sok pozitiv vagy negativ elemet tartalmaz, akkor véges
sok elemtdl eltekintve balrél vagy jobbrol tart az xg értékhez, és igy
mindkét esetben f(xz,) — A, hiszen véges sok elem nem befolyasolja a
sorozat hatarértékét.

e Ha x,, végtelen sok pozitiv és negativ elembdl all, akkor diszjunkt mé-

don felbonthat6 csak pozitiv <x£11)> és csak negativ (x,(f)) elemekbél all6

(1)

részsorozatokra, ahol x;’ — xp jobbrdl és a:n2 — xo balrdl. Ekkor
f(a,y(ll)) — A és f(xg)) — A, és mivel <f(:c,(11))> és <f(:1:£12))> egy disz-
junkt felbontésa az (f(z,)) sorozatnak, igy f(z,) — A.

Igy a hatdrértékre vonatkozo atviteli elv szerint

lim f(z) = A.

T—T0

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Azt mondjuk, hogy egy fliggvénynek els6faju szakadasi helye van az xg értel-
mezési tartomanybeli pontban, ha ott nem folytonos, de ha bal- vagy jobboldali
torlédési pontja a H halmaznak, akkor a megfelel§ egyoldali hatarértéke létezik.
Mais szavakkal, olyan szakadasi helyrol van szo, hogy ha a definicié szerint képez-
heto a baloldali hatarértéke, akkor ez létezik, illetve ugyanez érvényes a jobboldali
hatarértékére is. Ennek értelmében egy megsziintetheto szakadasi hely is els6faju
szakadési helynek szamit.

Vannak olyan szakadasi helyek, amelyek nem els6fajiak. Ekkor masodfaja sza-
kadasi helyekro6l beszélink. Ezekrdl szeretnék két példat mutatni.

Az els6 példa a jol ismert y

fr R\{0} =R, f(z)=—

fliggvény, amelynek nem létezik sem a balol-
dali, sem a jobboldali hatarértéke az o = 0
pontban, hiszen

ha xz, — 0, és z, > 0, akkor f(x,) — co.
Hasonléan

ha z, — 0, és x, <0, akkor f(x,) — —oo.

fla)y=1

Mar a sorozatok esetében is értelmeztiik a végtelent és a minusz végtelent, mint
tagabb értelemben vett hatarértéket, hiszen lattuk, hogy ez a divergenciatipus
olyan tulajdonsagokat rejt, ami néha emlékeztet a ,rendes” hatarértékhez, és jol
szemléltethetd viselkedést mutat. Ezért érdemes a tagabb értelemben vett
hatarértéket értelmezni bal- és jobboldali hatarértékekre is. Ezt tgy tudjuk a
legegyszeriibben megtenni, hogy az atviteli elvben szerepl6é By és By szamok helyet
oo vagy —oo szimboOlumokat frunk. Az 4j értelmezéssel mar azt irhatjuk, hogy

1 1

7

lim — = oo, és lim — = —o0.
z—xd T z—zy L

A masik nagyon érdekes példa az

f: R\ {0} = R, f(x):sin1

x
fliggvény.
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Mivel a szinusz fliggvény az [1, oo[ intervallumban végtelen sokszor ,hulldmzik” és
a

g: R\ {0} = R, g(x) =

leképezés bijektiv az [1, 00[ és ]0, 1] intervallumok koézott, ezért f végtelen sokszor
fog hulldmozni a ]0, 1] intervallumon, ahogy az dbran is lathaté. Ugyanigy a |—1, 0]
intervallumon is. Ezért nem létezik a fliggvény hatarértéke az o = 0 pontban még
tagabb értelemben sem, hiszen

1
e ha z, = - — 0, akkor f(z,) =sin2mn =0 — 0,
™m

e ha x, := — 0, akkor f(z,) = sin <72T + 27rn> =1—1

%+27rn

gy az 4tviteli elv kévetelményei nem teljesiilnek az
1
f: R\ {0} - R, f(z) =sin —
x

fliggvényre az x¢g = 0 pontban.

4. Feladat. Indokolja meg, miért nem léteznek a kévetkezd hatdrértékek!

. r—1 . x2
9 Mg = ey
x 1
lim —— d) lim ez
) B ) e
. 2x . sin|z — 1]
e A

Megoldds:

rz—1
im ——
=1 |z — 1|

a)

Legyen x, — 1 egy sorozat, ahol x, = 1 + h, Ggy, hogy h, — 0. Ekkor

Tp—1  1+hy,—1  hy, |1 ha h,, > 0,
jtn =1 [T+hy =1 [ka|  |-1 hah, <o0.

Ezért 1 . 1

1, és -1

)

111 = 1m =
z—1t |LZI — 1| z—1— ‘IL‘ — 1|

azaz a hatarérték nem létezik.
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b)

562

lim

z—=2x — 2

Legyen x,, — 2 egy sorozat, ahol =, = 2 + i agy, hogy h, — oo vagy
h, — —oo. Ekkor

x2 :(2+hln)2:h(
Tn—2 24 7-—2 "

1 1
444—4+ = | =
+ hn+h2>

n

1 ha h, —
:4hn+4+—>{°o & fn 77 00,

I —oo  ha h,, - —o0.
~—
Fé —0
zeért,
2 ) . 2
=00, és lim = —o0,

1m =
z—2+ T — 2

azaz a hatdarérték nem létezik.

xl—l>n—11 (a} + 1)2

Legyen z,, — —1 egy sorozat, ahol x,, = % — 1 agy, hogy h,, — oo vagy
h, — —oo. Ekkor

Tn, =—1 B2 1 .
= n = — -1} = —o0.
x, +1)2 1 2 ~ ( h >
( n ) (H — 14+ 1) :;: n
—0
Ezért i T ) i x
im ——— = —o0, és im ——— = —o0,
z——1t (x + 1)? a——1- (x +1)2

azaz a hatarérték nem létezik, de mivel mindketto egyforma, igy azt szokas
irni, hogy

S e

1
lim e=
z—0

Legyen x, — 0 egy sorozat, ahol x, = i agy, hogy h, — oo vagy
hy, — —o0. Ekkor az f(x) = e® grafikonjabol

1 h oo ha h, — oo,
ezn =¢e''"

0 ha h, = —o0,
kovetkezik. Fzért

1 , . 1
lim ez =00, és lim ez =0,

z—0t z—0~

azaz a hatarérték nem létezik.
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) |l te 2%
©) | arcts T

Legyen z,, — 2 egy sorozat, ahol z,, = 2 + i uagy, hogy h,, — oo vagy
hy,, — —oo. Ekkor

2% :4+h2":h(4—|—2)—> >~  ha h, = oo,
Ty — 2 ﬁ " \hf/ —oo ha h, = —o0.
—0

Ekkor az f(z) = arctgx grafikonjabdl

2 T ha h, — oo,
arctg n —>{2 & i o

kovetkezik. Ezért

li —
im arc =
r—21 & xr— 2

azaz a hatarérték nem létezik.

1 71
) | 1im S0z =11

r—1 2 —1

Legyen x, — 1 egy sorozat, igy , = 1 + h,, ahol h, — 0. Ekkor

sinfz, —1|  sinfz, —1]  sin|hy|

22 -1  (zp—D(xn+1)  hp(hy +2)

Ha h,, — 07, akkor

sin|h,|  sinhy, 1 R 1
ho(hn +2)  hy  hp+2 2
—— —
—1 _>%
Ha h,, — 07, akkor
sinlh,|  sinh, 1 . 1
hp(hn +2)  hy  hp+2 2’
——
-1 -1
Ezért
y sinlz—1] 1 sin |z — 1| 1
im ———=—-, ¢é lm —F—=—_,
a1t a2 —1 2’ a—s1- 2?2 —1 2

azaz a hatarérték most sem létezik.
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5. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd hatdarértékeket!

2422 +1
a) lim zx], b) lim :1:4_273:4_
z—0 z——1 x4+ x
_a in(z — 1)2
¢) lime z12, d) limw
z—0 z—1 |z —1]

Megoldds:

a) il_}n%) x[x]

Legyen x, — 0, x, > 0 egy sorozat. Ekkor véges sok elemtdl eltekintve
0<axy <1 ésigy
Tpltn] =2, -0=0—0.

Legyen z, — 0, x, < 0 egy sorozat. Ekkor véges sok elemtdl eltekintve
-1<z, <0ésigy
Tpzn]) = xy -(—1) — 0.
—0
Mivel a bal- és jobboldali hatarérték megegyezik és 0-val egyenld, ezért

lim z[z] = 0.
z—0

2
. ¢+ 2x+1
b) xli>n—11 22+

Atalakités és egyszerfisités utdn az egy x+1 tényez6 marad a szdmlaléban,
de ez nem jelet gondot.

2242041 . (z+1)? . z+1 =141
lim ———— = lim ——— = = =
-1 x24zx z——1 x(x + 1) z—=—1 =z —1

0.

1
c) |lim e =2
z—0

Legyen z, — 0 egy sorozat, ahol z,, = i agy, hogy h, — oo vagy

hy — —o0. Ekkor az f(x) = e® grafikonjabol

_1 )
e no=e 0

kovetkezik, hiszen —h2 — —oo. Ezért

_ 1
lime =2 =0.
z—0
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. o 1 2
a) | 1im S2E =17
z—1 |:z — 1|

Legyen x, — 1 egy sorozat, ahol x,, = 1 + h, ugy, hogy h, — 0. Ekkor

sin(x, —1)2 _ sin h2 — Ihal- sin2h% o
|z — 1 | ~ h;
—0
—1
Ezért )
i -1
im 7811&(:6 ) =0.

z—1 ‘,’I;— 1|

6. Feladat. Allapitsuk meg milyen tipusi szakaddsi helyei vannak a kovetkezd
fugguényeknek!

2241 haxz<0,
a) flx)=<2z ha 0 <z <1,
27 ha x > 1,
0 ha = —1,
b) flz)= 22 ha x = 0,
T =L
ara W ,
9z ha x < 0,
c) f(gj): O - hasz,
sin 2x
! ha x > 0,
x
1 ha x = 0,
9 =40 haz=4
sin x L
egyébként,
|||z — 4]
z2 ha x raciondlis szam,

4 —3x  ha x irraciondlis szam.

e) flz) :{

Megoldds: Az utolsé feladat kivételével a fenti fliggvények folytonos fliggvé-
nyekbdl tevodnek Ossze, ezért a szakadési helyeket csak a valtdsi pontokban
kell keresni.
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z2+1 haxz <0,
flx) =122 ha0 <z <1,
27 haz > 1,

A polinom és az exponencialis fiiggvény folytonossdgabdl kovetkezik, hogy
a fliggvénynek csak a 0 és 1 valtasi pontban lehet szakadési helye. Mivel

lim f(z)= lim 2> +1=1 és lim f(z) = lim 2z =0,

z—0~ z—0~ z—0t z—0t

igy a fliggvénynek elséfaju szakadasa van a 0 pontban. Tovabba

lim f(z)= lim 2z =2 és lim f(z)= lim 2% =2,

T—1~ z—1- z—1+ z—1t

valamint f(1) = 2, igy a fliggvény folytonos az 1 pontban.

0 ha x = -1,
flz) = 22_ ha x =0,
m ngébként,

A racionélis tortfiiggvény folytonossagabdl kévetkezik, hogy a fiiggvénynek
csak a —1 és 0 valtasi pontban lehet szakadési helye. Mivel

-1 (z—1)(z+1) =z-1

f(x)::cQer_ z(x+1) oz
ha z # —1 és x # 0, igy
. T r—1 1y
xE)IIjlf(x) a ngEI x 2 de f( 1) =9,

azaz a fiiggvénynek megsziintethet6 szakaddsa van a —1 pontban. Maés-
részt

rz—1 B . . z—1
= 00, és lim f(z)= lim
z—0~ z—0- T z—0+t z—0t T

= —00,

azaz a fuggvénynek masodfaju szakadédsa van a 0 pontban.

27 ha x < 0,

f(z) =40 ha x =0,
31 2

S AT ha z > 0,
x

A raciondlis tort-, az exponencidlis és a szinusz fiiggvény folytonossagabdl,
valamint az Osszetett fiiggvények folytonossiagardl szold 5. Tétel alapjan
kovetkezik, hogy a fiiggvénynek csak a 0 pontban lehet szakadasi helye.
Mivel

sin 2z

1
li = lim 27 =0, ¢ li = li =2,
AT = A=

ezért a fiiggvénynek els6faji szakadasa van a 0 pontban.



7. Szakadasi helyek osztalyozasa 61

1 ha =0,
flz) = 0 . ha z =4,
sinx .
——————  egyébként,
|||z — 4]

A szinusz, a raciondlis tort- és az abszolut érték fiiggvény folytonossagabol
kovetkezik, hogy a fliggvénynek csak a 0 és 4 pontban lehet szakadasi helye.
Mivel

. . sinx . 1 . sinz 1
lim f(z)= lim ——— = lim —— lim =,
0~ e—0- |z||lx — 4|  2=0- |x — 4| z—0- —z 4
és
sin x 1 sinez 1
lim f(z)= lim —— = lim — lim — = -
z—0F /(@) a—0t |||z — 4| 250t |z — 4| zm0t 4’

ezért a fiiggvénynek els6faji szakadasa van a 0 pontban. Mésrészt

. sinzx sin 4 3 . 1
lim —— = <0 és lim — = oo,
x4 |z 4 a4 |z — 4
igy
sin x sinx 1
Y flo) = T o=y = B o i ey = o

azaz a fliggvénynek masodfaju szakadédsa van a 4 pontban.

fz) =

4 — 3z ha z irraciondlis szam.

{x2 ha x racionalis szam,

Tekintsiik a
g,h: R — R, g(x):=x* és h(z):=4—3z

folytonos fiiggvényeket! Legyen zyp € R. A g és h folytonossigabdl az
kovetkezik, hogy ha x, — xg egy raciondlis szamokbodl 4ll6 sorozat, akkor
f(zn) = g(zn) — g(xo) és ha y, — z¢ egy irraciondlis szamokbdl 4116
sorozat, akkor f(y,) = h(yn) — h(zo). Ezért az f fuggvénynek akkor és
csak akkor létezik hatarértéke az xo pontban, ha g(z¢) = h(zg) és ebben
az esetben folytonos is lesz. Ezért a fiiggvény az

2 =4-3z == r=-4, z=1

pontokban folytonos, a tobbi pontokban nincs hatarértéke, azaz masodfaju
szakadasi helyek.
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7. Feladat. Hatdrozzuk meg a paramétereket ugy, hogy az alabbi fiiggvények
folytonosak legyenek!

|z|  ha x < a,
a) f(x)=<(2x haa<z<b,

x> hax > b,
sina(z — 1)
————— h 1
) fx)=4 z-1 HEISS 5
2 — azx ha x> 1.

Megolddas:

|| hax < a,
a) |f(x) =<2z haa<z<b,
22 hax > b,

A polinom és az abszolut érték fiiggvény folytonossagabdl kovetkezik, hogy
a fliggvény az x = a és x = b pontokon kiviil folytonos. Mivel

lim f(z) = lim |z|=|a| és lim f(z) = lim 2z = 2a,
z—a~ z—a~ z—a™t z—a™t

igy a fiiggvény folytonos az a pontban, ha |a| = 2a, azaz a = 0. Tovdbba

li = lim 20 =2b & li = lim 2* =b*
T = iy 2 & l@=Jip e =

igy a fiiggvény folytonos az b pontban, ha 2b = b%, ami csak b = 1 esetén
lehetséges, hiszen b > a = 0.

{sina(x— 1) ha o < 1

rx—1
2?2 — ax ha x > 1.

b) | f(z) =

A szinusz és a racionalis tortfiiggvény folytonossagabdl kovetkezik, hogy a
fliggvény az x = 1 ponton kiviil folytonos. Mivel
) . sina(z —1)
lim f(x)= lim ——— =a
r—1— f( ) z—1- z—1 ’
2

lim f(z) = lim z

—ar=1-—a
z—1+ z—1+ ’

igy a fiiggvény folytonos, ha a =1 — a, azaz a = %

Az 5. Részben bevezettiik az egyenletesen folytonossig fogalmat, és azt lattuk,
hogy ez a folytonossagnal ,er6sebb” tulajdonsidg. A kiévetkezd allitas ezt megerd-
siti.
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27. Tétel. Legyen H C R, valamint xq torléddsi pontja a H halmaznak.
Ha f: H — R egy egyenletesen folytonos fiigguény, akkor létezik a fligguény
hatdrértéke az xg pontban.

Bizonyitds. Az egyenletesen folytonossag fogalma szerint Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy
ha
v —y| < désa,y€ A, akkor |f(x) — f(y)] <e.

Legyen z, — xo egy tetszileges H-beli sorozat. Mivel (z,) konvergens, igy a
Cauchy-féle konvergencia kritérium szerint (x,,) Cauchy sorozat, azaz Ing € N gy,
hogy ha n,m > ng, akkor |z, — x| < 9, és igy |f(zn) — f(yn)| < €. Ez azt jelenti,
hogy yn := f(z,) Cauchy sorozat, azaz konvergens. Ezzel azt igazoltuk, hogy
minden zg-hoz tartd sorozat képsorozata konvergens, de még azt is kell igazolni,
hogy ezek egy kozos A értékhez tartanak az (x,) sorozattdl fiiggetleniil, ami a
fliggvény hatarértéke lesz az xy pontban.

Ehhez vegyiink két xg-hoz tartd (z],) és (z!') sorozatot, amelyre f(z,) — A és

f(zl) — B. Egyesitjik az (x},) és (z!') sorozatokat egy (z,) sorozatban ugy,
hogy (z1,) a paros, (zI') a paratlan indexekbdl allé részsorozatai legyenek az (x,,)
sorozatnak. Ekkor z, — xg, azaz (f(x,)) konvergensnek kell legyen, de nyilvian
csak akkor lehet az, ha (f(z),)) és (f(x]l)) részsorozatai ugyanoda tartanak, azaz

A = B. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk. O

Az el6z6 allitdsbol kovetkezik, hogy egy H halmazon értelmezett egyenletesen foly-
tonos fiiggvény folytonosan kiterjesztheté arra a halmazra, amely H elemeibdl és
torlédasi pontjaibdl &ll. Ez példaul azt jelenti, hogy az |a, b[ véges nyilt interval-
lumon értelmezett egyenletesen folytonos f fiiggvény esetén az

f(a) = lim f(x), és f(b) := lim f(x)

z—at T—b—

definiciéval egy, az [a,b] zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvényt ka-
punk.
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8. Fiiggvény hatarértéke a végtelenben

A valés fiiggvények dbrazoldsakor figyelembe kell venni, hogy egy fliggvény értelme-
zési tartomanya gyakran nem korlatos, és emiatt nem tudjuk teljesen megrajzolni
a grafikonjat. Ennek ellenére az abrabdl ki kell deriilnie azt a tendenciat, ami
a figgvényt jellemzi nagyon nagy értékek esetén. Ilyen tendencia az, amikor a
fliggvénynek van hatarértéke a végtelenben.

~
8. Definicié. Legyen H C R egy feliilrél nem korldtos halmaz. Azt mond-
juk, hogy az f: H — R wvalds fligguénynek létezik hatdrértéke a végtelenben
és ez A-val egyenld, ha

Ve > 0-hoz 3k € R, hogy ha x >k és x € H, akkor |f(z) — A| <e.

Ekkor a li_)rn f(x) = A jelolést alkalmazzuk.
. - J

A fuggvény hatarértéke a végtelenben, vagy mas néven végtelenben vett hatarérté-
ke, a kovetkez8 dbraval szemléltetheté. Egy H =|a, oo[ intervallumon értelmezett
fliggvénynél vessziink egy tetszéleges € > 0 szamot, és azt az = tengellyel parhu-
zamos 2¢ szélességii savot rajzoljuk, amelynek szimmetriatengelye atmegy a (0, A)
koordinataju ponton. Ha A a fliggvény hatarértéke a végtelenben, akkor van olyan
k szam, amitdl kezdve a fliggvény grafikonja a 2¢ szélességli sdvon beliil marad.

Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény értéke egyre kozelebb keriil az A értékhez, ahogy x
egyre jobban n6. Pontosabban, minden végtelenhez tartd, értelmezési tartomany-
beli sorozat képsorozata egy kozos A értékhez tart. Igy kapunk meg egy djabb
atviteli elvet.
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4 )
28. Tétel (Atviteli elv végtelenben vett hatérértékre). Legyen H C R egy
feliilrol nem korldtos halmaz. Ekkor az f: H — R wvalds fiigguénynek akkor
és csak akkor van hatdrértéke a végtelenben, ha minden x, — oo értelmezési
tartomdnybeli sorozat esetén teljesiil, hogy az yy, := f(xy) sorozat eqy kézos
L A értékhez tart.

J

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az f fliggvénynek van hatarértéke a végtelenben.
Legyen € > 0 tetszOleges. A definicié szerint

dk € R, hogy ha x > k és x € H, akkor |f(z) — A| <e.
Legyen x,, — oo egy H-beli sorozat. Ennek definicidja szerint
dng € N, hogy z, > k, ha n > ny.

Ennek kovetkeztében |f(z,) — A| < &, ha n > ng, ami azt jelenti, hogy az
Yn := f(zp) sorozat A-hoz tart.

Maésrészt tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek nincs hatarértéke a végtelenben.
Ekkor minden A szamhoz Je > 0, hogy Vk szdmhoz taldlunk olyan © € H
szamot, amire

x>k és |f(x)— Al > ¢

teljesiil. Legyen k, = n minden n € N esetén és minden ilyen k szdmhoz
valasszunk olyan x,, H-beli értéket, amire a fenti két egyenlGtlenség teljesiil.
Igy olyan sorozatot taldltunk, ami H-beli elemekbdl 4ll, és

Ty >k és |f(xn) — Al > ¢

teljesiil. Az els6 egyenlGtlenség miatt z,, — oo, de a masodik egyenlétlenség
miatt y, = f(x,) /& A. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

Az atviteli elv mutatja, hogyan lehet végtelenben vett hatarérték szamolni. Ve-
szlink egy tetszéleges végtelenhez tartd értelmezési tartomanybeli sorozatot, és
megvizsgaljuk, hogy a képsorozata mindig tart-e egy bizonyos értékhez. Példa-
ul a szignum fiiggvény esetén minden x,, — oo sorozat pozitiv véges sok elemtdl
eltekintve. Ekkor f(z,) =1, ezért

lim signx = 1.
T—00

Egy mésik egyszerli példa az

FiR\{0} =R,  f(o):=1

X

fliggvény. Mivel minden z,, — oo sorozat nem nulla véges sok elemtdl eltekintve,

igy ekkor
1 1
flzn)=——0 = lim — =0.

Tn T—00
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Vizsgaljuk meg most az
f:R—R, f(z) == 2?

fiiggvényt! Minden x,, — oo sorozat esetén f(z,) = o2 — oo, azaz divergens, ezért
nem létezik a fliggvény hatarértéke a végtelenben. De olyan esetekben, amikor az
Osszes képsorozat végtelenhez vagy minusz végtelenhez tart, beszélhetiink tagabb
értelemben vett hatarértékrél. Annyi tortént, hogy az atviteli elvben szereplé A
nem csak valés szdm, hanem végtelen vagy minusz végtelen is lehet. Az el6z6ek
szerint
lim 2% = co.
T—00
Szamoljuk ki a
. 322 —br+1
lim ———
T—00 4 — 2
hatarértéket! A hatarértékben szerepld fliggvény csak az © = —2 és x = 2 pontban
nem értelmezheto. Egy x, — oo sorozat minden eleme nagyobb, mint 2, véges sok
elemtdl eltekintve. Ekkor

—0 —0
A~ A=
3 5 n 1
322 — 5xy, + 1 oz, 22
s
~~
—0
Ezért
. 322 —b5x+1
lim ———— = -3.

T—00 4 — 12

Vegylik észre, hogy a végtelenben vett hatarérték esetében olyan jelolést alkalma-
zunk, ami nagyon emlékeztet a hatarértékszamitasban alkalmazott jelolésre. Az
el6z6 példaban hasznalt megoldasi modszer is hasonlit ahhoz, amit a

. 3n®—5n+1
hm —_—
n—00 4 —n2

hatarérték megoldasaban alkalmaznank, ha x,, helyet n-et irunk. Raadasul a vég-
eredmény is ugyanaz. Kérdés, hogy mi a kapcsolat a két fogalom kozott.

Ha a fiiggvény értelmezett egy feliilrél nem korldtos végtelen intervallumon, akkor
az T, ‘= n csak az egyik értelmezési tartomanybeli sorozat, ami végtelenhez tart.
Ezért ha a fiiggvénynek van hatérértéke a végtelenben, akkor az a,, := f(n) sorozat
konvergens és
g, an = Jifg, f(2).

A fenti &llitas szintén igaz tagabb értelemben vett hatdrérték esetében. Azonban
nem varhaté el, hogy az x, := n sorozat minden esetben egyediil képes legyen
meghatarozni a tobbi végtelenhez tartd sorozat képsorozatanak viselkedését.
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Példaul az
f:]0,00[—= R, f(z):=sin(27x)

fliggvény esetén
e ha z, := n, akkor f(x,) = sin(2mn) =0,

1
e ha z, := 1 + n, akkor f(x,) = sin (;T + 27m> =1

Igy a fiiggvény a végtelenben vett hatdrértéke nem létezik még tdgabb értelemben
sem.

Az el6z6ek szerint, ha a fliggvénynek létezik végtelenben vett hatarértéke akar
tagabb értelemben is, akkor az a,, := f(n) sorozat meghatédrozza a fiiggvény végte-
lenben vett hatarértékét, és igy alkalmazhatjuk a sorozatok hatarértékszamitésara
vonatkozé tételeket és fogasokat (lasd a ,Hatarértékszamitas” cimil tananyagot).
Tehat a hatarérték létezése fontos kérdés, amelynek eldontésében segithet a kovet-
kez6 allités.

4 )
29. Tétel. Legyen f: H — R egy monoton fligguény és xog a H halmaznak
egy jobboldali torloddsi pontja. Ekkor

e ha xg # sup H, akkor a fiigguénynek létezik baloldali hatarértéke az xg
pontban,

e ha xog = sup H, akkor a fiigguénynek létezik tagabb értelemben vett
baloldali hatdrértéke az a pontban,

e ha a H halmaz nem korldtos feliilrdl, akkor a figgvénynek létezik td-
gabb értelemben vett hatdrértéke a végtelenben.

Bizonyitdas. Tegyik fel el6szor, hogy f egy monoton névekvo fiiggvény. Mind-
harom esetet egyszerre fogjuk igazolni. Az elsé két esetben jeldlje a = xq,
amig a harmadik esetben o = oo. Legyen (x,) egy olyan H-beli sorozat,
amire teljesiil, hogy x, — «a és z,, < @ minden n € N esetén. Legyen

!
xy, = inf{zy,, Tni1, Tnia, ...

Ekkor (z!,) olyan monoton névekvé sorozat, amire teljesiil, hogy x, < z,

minden n € N esetén és

nh—>Holo z, = nh_}rgo inf{zn, Tni1, Tni, ...} = linrr_1>i£f Ty = nh_{]go Ty = Q,
hiszen ha egy sorozat konvergens, akkor hatarértéke megegyezik a sorozat alsé
hatarértékével (lasd a ,,Szamsorozatok és tulajdonsagaik” cimii tananyagot).
Maésrészt, mivel z,, < « és ], — «, {gy taldlunk az (z/,) sorozatnak olyan (/)
részsorozata, amire x, < 2/ teljesiil minden n € N esetén. Osszefoglalva,
taldltunk két monoton névekvd sorozatot, amire z/, < x,, < z teljesiil minden
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n € N esetén. Ekkor a fliggvény monotonitdsa miatt

f(ay) < fxn) < flah)

minden n € N esetén, s6t az a), := f(z]) és a! .= f(2") képsorozatok mo-
noton noévekvéek. Ezért mindketté konvergens tagabb értelemben, de k6zos
hatarértékiik van, mert (a!’) részsorozata az (a),) sorozatnak. Jelolje 8 a ko-

z6s hatarértékiiket. Ekkor 8 € R, ha (a]) korldtos, illetve 8 = oo, ha (a),)
nem korldtos sorozat. Az el6z6ek szerint az a,, := f(z,,) jelolés mellett

B a,<ap,<al— 8

teljesiil, ezért Rendor-elv szerint a,, — 3, azaz konvergens tagabb értelemben.

Eddig azt sikeriilt igazolnunk, hogy minden x, — « és x, < « értelme-
zési tartoménybeli sorozat esetén az a, := f(x,) képsorozata konvergens ta-
gabb értelemben. Igazolni fogjuk, hogy az ilyen sorozatok kézos hatarértékkel
rendelkeznek. Ellenkez6 esetben lenne koziiliik két olyan sorozat, amelynek
képsorozata nem ugyanoda tart. Ekkor az a sorozat, melynek paros indexii
részsorozata az egyik, paratlan indexi részsorozata pedig a masik sorozat ele-
meibdl all, tart a-hoz, elemei kisebbek, mint «, de képsorozata divergens. A
kozos hatarérték létezésébdl az atviteli elv szerint kévetkezik, hogy a fiigg-
vénynek létezik tagabb értelemben vett baloldali hatarértéke a-ban.

Az els6 esetben a hatarértét nem lehet végtelen, mert ha o # sup H és «
jobboldali torlédési pontja a H halmaznak, akkor van olyan x € H, amire
x > « teljesiill. Mivel a fiiggvény baloldali hatarértéke a-ban végtelen, igy
akdrmekkora nagy értékeket vesz fel o tetszéleges baloldali kdrnyezetében.
Igy lesz olyan 2’ < a, hogy f(z') > f(z), amibdl kévetkezik, hogy f nem
lehet monoton névekvé fiiggvény.

Az allitas igazolasiara egy monoton csokkené f fliggvény esetén alkalmazzuk
az el6z6 eredményt a — f monoton novekvé fiiggvényre. Ezzel a tétel allitasat
igazoltuk.

Az el6z6 allitasbdl kovetkezik, hogy ha o > 0, akkor

lim — =0 és lim 2% = oo,
r—00 & T—00

illetve ha ¢ > 1, akkor

. 1\”* .
lim (-] =0 és lim ¢* = oc.
T—00 q Tr—r00
Nevezetesen ]
lim — =0 és lim e* = oo.
r—00 el T—00

Valéban a fenti hatarértékekben szerepld fliggvények monotonitasabol kévetkezik
a hatarértékek létezése tagabb értelemben. Ezért az ekvivalens sorozatuk hatarér-
téke adja az értékiket.
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Sok esetben éppen a sorozatoknal alkalmazhaté tételek garantaljak a végtelenben
vett hatarérték 1étezését. Valdoban az atviteli elvbdl és a sorozatok hatarértékere
vonatkozé hataratmenet és miveletek felcserélhetéségérél szolo tételekbol kovet-
kezik, hogy ha létezik az f és g figgvény hatarértéke a végtelenben és ¢ € R, akkor
az cf, f+g, fgés f/g fuggvénynek 1étezik hatarértéke a végtelenben (az utobbindl
ha ¢ hatarértéke nem nulla). Ekkor

e lim cf(x) =c lim f(x),

T—00 T—00

o lim (f(z)+g(z)) = lim f(z)+ lim g(x),

T—00

o lim f(z)g(z) = lim f(x)- lim g(z),

T—00

F(2) lim f(x)

li = I20 ha li .
* xLHgo g(m) mhﬁn(}o g(l‘)7 & xggog(i) 70

Hasonldan az atviteli elvbdl, illetve a hdtaratmenet és a gyokvonds felcserélhetoség-
bél kovetkezik, hogy ha g > 2 egy egész szam, és létezik az f fuggvény hatarértéke
a végtelenben, akkor az /f fiiggvénynek is létezik hatdrértéke a végtelenben és

Jim {/f(@) = o/ T F@)

kivéve természetesen, ha egyszerre n paros szam és az f fliggvény hatarértéke
negativ.

Téagabb értelemben vett hatarértékekre, ha b € R, illetve

lim f(z)= o0 és lim g(z) =b,

T—00 T—>00
akkor
o lim (f(z)+g(x)) =00,  lim (f(x)—g(x)) = oo,
ha b >0 ha b >0
e lim f(z)g(z) = > av=" lim @: > av=9
T—00 —oo hab<0, =00 g(x) —oo hab<0.

teljesiil. Ez ugyaniugy az atviteli elvbdl és a ,,Szamsorozatok és tulajdonsagaik”
ciml tananyagban a sorozatokra igazolt megfelel6 allitasbol kovetkezik.

Az el6zbek szerint a végtelenben vett hatarérték kiszamitdsaban ugyanazokat a
fogasokat alkalmazunk, mint sorozatok esetén. Példaul

—0 —0
1 2
2 2 1, 2 3_ = L~
g 320 -z+2 _2? 3-g4 1 0T 5t
z—oo g3 — 1 z—00 3 _% T—00 1 1 ’
T _
—0 x3
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Egy mésik példa

A végtelenben vett hatarértékhez hasonléan vizsgalhatjuk a fiiggvény viselkedését
nagyon nagy abszolat értékili, de negativ szamok esetén, ha a fliggvény értelmezési
tartoménya nem korldtos alulrél. Igy eljutunk a minusz végtelenben vett hatdrér-
ték fogalmahoz.

9. Definicié. Legyen H C R egy alulrél nem korldtos halmaz. Azt mond-
juk, hogy az f: H — R walds fiigguénynek létezik hatdrértéke a minusz
végtelenben és ez A-val eqyenld, ha

Ve > 0-hoz 3k € R, hogy ha x < k és x € H, akkor |f(x) — A| < e.

Ekkor a lim f(x) = A jelolést alkalmazzuk.
\ T—>—00 )

Ez azt jelenti, hogy a fliggvény értéke egyre kozelebb keriil az A értékhez, ahogy
az ¢ értéke egyre jobban csokken. Pontosabban, minden minusz végtelenhez tarto,
értelmezési tartomdanybeli sorozat képsorozata egy kozos A értékhez tart. Tehat a
minusz végtelenben vett hatarértékre is adhatunk egy atviteli elvet, amivel hason-
16 technikakat tudunk kifejleszteni a kiszamitdsara. De erre nem lesz sziikségiink,
hiszen a definiciébdl lathatd, hogy ha az f fliggvénynek van hatarértéke a minusz
végtelenben, akkor az f(—x) Osszetett fliggvénynek létezik hatarértéke a végtelen-

ben és
lim f(z)= lim f(—x).

T—r—00 T—00

Példaul szamoljuk ki a kovetkezo hatarértéket!

—0

=

2 2 2 1-— 1

lim m_‘_:E:lim ) _x:limm _x—lim L |

T—00 9 — 12 T—00 2 — —x)2 500 2 — 2 T—00 3_1
.’13‘2
(g
—0

A jobboldali és a minusz végtelenben vett hatarértékekre igaz a 29. Tétel megfe-
lel6je, amely szintén segithet eldonteni a hatarérték létezését konkrét esetekben.
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4 )
30. Tétel. Legyen f: H — R egy monoton fligguény és xo a H halmaznak

eqy baloldali torlodasi pontja. Ekkor

e ha xo # inf H, akkor a fiigguénynek létezik jobboldali hatdrértéke az
xg pontban,

e ha zo = inf H, akkor a fiigguénynek létezik tdgabb értelemben vett
jobboldali hatdrértéke az o pontban,

e ha a H halmaz nem korldtos alulrol, akkor a figguvénynek létezik tagabb
értelemben vett hatdrértéke a minusz végtelenben.

J

Bizonyitds. Az éllitds azonnal kovetkezik a 29. Tétel az f(—z) fiiggvényre
val6 alkalmazasabol.

8. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezd hatdrértékeket!

V241 —-Va22 -1 : 3ot — 2
a) lim , b) lim )
a0zt 1+1 700 /97 41 + 22071
) 2
—3 2 3
o m 53 g lim e
T——00 1;‘3—|—33'2+1 z=—co I —2
2x+1_3x
. 2 o [
0 Jm VEEEen g m oot

Megolddas:

o VEr 1 Va2 -1
a) lim =

e N

~ lim Va2 +1—-vVa2—1 Va2 +1+Va2 -1

T—00 vr+1+1 Va2 +1+ V22 -1
I 224+ 1— (22 -1)
11m
oo (Vo + 1+ 1) (Va2 + 1+ Va2 —1)

2
a0 (Vz+1+1) (Va2 +1++V22-1)
. 1 2
= lim — - =0

v( 1++1><\l1+2+\ll2>
—0 x xr2 x x
- =~ [ .
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31-1—1 _ 9

. (13_2Z . 1_2ZE
b) 3-3 . 3-3

lim —— = lim =

lim =
T—00 W + 92z—1

—0
x
2
x 3_ 5
(3 (3)
= lim (= =0
—0 4 9 2
—— ——
—0 —0
x? - 3x (—2)? = 3(—x) 22 + 3z
c) li = lim =
go—oc0 g3 + 2241 a0 (—z)3+ (—x)?+1 oo —ad4a22+41
—0
=
3
1+ —
= lim - L =0
NS P .
—0 Y Z
~—
—0 —0
22% +3 2(—x)% +3 22% +3
g tm A3 g, 2owrEd ) 2048
r——00 I — z—00 —I — 2 r—00 —I — 2
—0
3
2+*2
: X
= lim =z - = —00
T—00 =~~~ 2
—oo —1— =
X
~—~
—0

2 —
e) IE@OOVJCQ_'_IJ”UZIH_{&VJ;Q_x_x: lim (Va2 -z —x) rorte

T—00 Vaz—z+4x

T T — ! 1

= lim = lim = ——
T—00 \/332—.’134-33 T—00 2

gztl _ 3w 2.2% 3% 2.27% 3%
f) lim ———= lim ~——— = lim ~————— =
z——-002-3% +27 25-002:3%742% 195002.37T 4277
—0
——
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A 29. és a 30. Tételek segitenek meghatdrozni a hatarértéket inverz fliggvények
esetén.

4 \
31. Tétel. Legyen f: H — R eqgy szigorian monoton fiigguvény és a; a H

halmaznak egy baloldali, illetve ao egy jobboldali torloddsi pontja. «y lehet
minusz végtelen ha H nem korldtos alulrdl, illetve awo lehet végtelen ha H
nem korldtos feliilrdl. Jelolje

b1 = lim+ f(z) és P2 := lim f(x).

33—>a1 CL‘—>G£2

FEkkor

e ha f szigorian monoton néovekvd, akkor létezik az inverz fligguényé-
nek tagabb értelemben vett jobboldali hatdrértéke (1-ben, illetve tdgabb
értelemben vett baloldali hatdrértéke Pa-ben, és

lim f(z) = és lim f(x) = .
:v—)Bf' z—B5

e ha f szigorian monoton csékkend, akkor létezik az inverz fligguényé-
nek tagabb értelemben vett baloldali hatdrértéke (1-ben, illetve tdgabb
értelemben vett jobboldali hatdrértéke Pa-ben, és

lim f(z) = és lim f(x) = .
\ J

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f: H — R egy szigorian monoton novekvo
figgvény és o a H halmaznak egy jobboldali torl6dasi pontja vagy a = oco.
Legyen (z,) egy olyan H-beli sorozat, amire teljesiil, hogy =, — a és =, < «
minden n € N esetén. Jelolje y,, := f(x,) a sorozat képsorozatat. A 29. Té-
tel szerint a fiiggvénynek létezik tagabb értelemben vett baloldali hatarértéke
az « pontban, vagy a végtelenben, ha o = oco. Jeldlje 8 ezt a hatarértéket,
ami végtelen is lehet, hiszen tagabb értelemben vett hatarértékrol van szo.
Az atviteli elv szerint y, — 0 és y, < 8 minden n € N esetén. A szigo-
i monotonitds miatt az f fiiggvény invertalhaté és (x,) az f~! értelmezési
tartomanyanak egy sorozata. Fzért 8 ennek a tartomanynak jobboldali tor-
16dasi pontja vagy S = oco. Mivel az f~! fiiggvény is szigoriian monoton
névekvd, igy szintén a 29. Tétel szerint az f~! fiiggvénynek létezik tagabb
értelemben vett baloldali hatarértéke S-ban. Az atviteli elv szerint szerint ez
a hatérérték az (y,) sorozat f~! szerinti képsorozatanak a hatérértéke, azaz
Tn = [ (yn) — a. Ezért
lim f(z)=a.
z—B3~

A baloldali hatarértékre vonatkozd allitas hasonldéan, a 30. Tétel segitségé-
vel torténik. Az allitds hasonlbéan igazolhaté monoton csokkend fiiggvények
esetén. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.
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A tétel kovetkezményeként a kovetkez6 hatarértékeket kapjuk.

lim Inx = oo, hiszen lim e* = oo.
T—00 T—00

lim Inx = —o0, hiszen lim e* =0.
x—07t T—r—00

. 7" . .

lim arctgz = —, hiszen lim tgz = oo.
T—00 2 z—T"

. ™ . .

lim arctgx = ——, hiszen lim tgz = —o0.
T——00 2 o3

Pontbeli hatarérték kiszamitasahoz bemutattuk egy nagyon hasznos technikat,
amelynek lényege, hogy egy alkalmas helyettesitéssel leegyszertisodik a hatarér-
tékben 16v6 kifejezés. A moddszer elméleti hatterét az Osszetett fiiggvény pontbeli
hatarértékérol szolé 25. Tétel irja le. A tétel altalanosithaté a végtelenben és a
minusz végtelenben vett hatarértékek hozzdadéasaval, ahogy ezt a kévetkez6 allitas
mutatja.

4 N
32. Tétel (Osszetett fiiggvény hatdrértéke). Tegyiik fel, hogy Hi, Hy C R
és g: Hy — Hs, f: Hy — R két valds fligguény, tovdbbd o és B a Hy, illet-
ve a Ho halmaznak olyan kiterjesztett torloddsi pontjai, amire a kovetkezd
hatdrértékek léteznek tagabb értelemben, és

B = %%g(x), illetve v = ;1_{% f(zx)
teljestil. Tegytik fel még, hogy ha B € R, akkor a-nak van olyan kornyezete,

ahol o kivételével a g fligguény nem veheti fel a B értéket, vagy f folytonos
a B pontban. Ekkor az f o g fligguénynek létezik hatdrértéke a a-ban és

lim f(g(x)) = 7.

\_ J

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsa szinte szérdl széra megegyezik a 25. Tétel
bizonyitasaval annyi kiilonbséggel, hogy g, yo és A helyet «, 8 és ~v lehet
végtelen vagy minusz végtelen.

Az el6z6 tételt mar tudjuk végtelenben és minusz végtelenben vett hatarértékekre
is alkalmazni. Példaul

_ 1 1
lim ¢ = lim ¢e™* = lim — = lim — =0,
T——00 T—00 T—00 et y—oo y

ahol az y = e” helyettesitéssel y — 0o, ha x — co. Hasonlbéan

_ 1 .
lime 22 = lim €Y =0,
x—0 Yy——00

ahol az y = —x% helyettesitéssel y — —oo, ha x — 0.
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A helyettesitéses modszer is alkalmazhat6 bal- és jobboldali hatarértékekre is, ha
figyelembe vessziik, hogy egy bal- vagy jobboldali hatarérték egyben a megfele-
16 kornyezetre lesziikitett fliiggvény pontbeli hatarértéke. Ilyenkor csak arrdl kell
meggyozédniink, hogy a lesziikitett fliggvények kielégitik-e a tétel feltételeit, azaz
a fliggvények értelmezhetck a megfeleld oldali kérnyezetekben. Példaul a

lim —— = lim — =0,
=0T In*x y——ooy

hatarértéket az y = Inz helyettesitéssel oldottuk meg, ahol y — —oo, ha = — 0T,
hiszen y% értelmezhet6 minden negativ y érték esetén.

9. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezd hatdrértékeket!

6390 . eac+1

a) , b) xli_>ngo\/ln:c+1—\/lna:—1,

A 5 1 1

. Ve 4 -2 o Pz +2lnz-—1
c) lim —— d) lim E —
T——00 e’ z—0t In“z+2In°x
tg?x + 1 tg?z +1
e) %, £ lim L"'z’
eI tgr —tg7x eIt tgr —tg°x
Firy i = h) i = _ arct
g) Jim zsin —, ) Jm a5 —arctgz ).

Megoldds: A feladatokat az el6bb bemutatott helyettesitéses modszerrel fog-
juk megoldani.

a) Az y = e” helyettesitéssel, ha © — oo, akkor y — oo. gy

y3—€y_ ] 1—62%2

3 _ em—l—l
lim —— = lim = lim T
z—o0 237 41 y—=oo 23 + 1  y—oo 24 7

e

1
>

b) Az y = Inx helyettesitéssel, ha © — oo, akkor y — oc. gy

xli_g)lo\/lnx—kl—\/lnx—lzyli_{rgo\/y—i—l—\/y—lz

2
= lim =0.
N ES AV
c) Az y = e” helyettesitéssel, ha x — —oo, akkor y — 0. Igy
Ve +4—-2 2 +d—2  (yP+4)—22
lim — = lim —— = lim =
r—00 e’ y—0+ Y y=0t y(Vy? +4+2)
0

: Yy
= lim = =0
y=0t VY2 +44+2  VA+2
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d) Az y = —Inx helyettesitéssel, ha z — 07, akkor y — occ. Igy

Wiz 42mr—1 (9 +2y) -1

im = lim
2—0+ In?z+2Inzx =0t (—y)? +2(—y)?
oyt -2y -1
= lim ———2_~ =

z—0t y2 — 2y3

1 1
g e
z—07F %—2 2

e) Az y = tgx helyettesitéssel, ha x — 5, akkor y — oo. gy

. tg?x+1 o = SRR e ol
lim —2 T i L S
ez tgr —tglax  yoooy — g yoeo

f) Az y = —tgx (azaz tgx = —y) helyettesitéssel, ha x — gJ“, akkor y — oo.
Igy
tg®x +1 o (y)Prr Pt
im ————— = lim - = lim — =
It tgr —tgie  vooo —y—(—y)? v —y—y
1+ 5

= lim T = —1.
y—oo — L
Y

g) Azy= % helyettesitéssel, ha x — oo, akkor y — 0. Igy

. . . siny
lim zsin — = lim =1.
T—00 €T y—=0 y

h) :Az y = arctgx (azaz x = tgy) helyettesitéssel, ha x — oo, akkor y — 5.
Igy

i o (5 —awctee) = iy (5 =) = i S5 )
im x| — —arctgx | = lim - — = lim ——vy).
T—C0 2 8 y—I- &Y 2 4 y—I~ COSY 2 Y

Az= g — y helyettesitéssel, ha y — g*, akkor z — 0. fgy

siny (77 ) . sin(§ — 2) . Cosz
= —e z

y—I— cosy \2

Ezért a keresett hatarérték 1-gyel egyenlo.
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A | Hatarértékszamitas” cimd tananyagban bevezettilk az e szam fogalmat mint

az
1 n
e:= lim (1+> .
n— o0 n
Tudunk-e ebbdl kovetkeztetni, hogy 1étezik az
1 x
F:10,00[ R, ﬂ@:_<1+m)
fliggvény hatarértéke a végtelenben, és ez az e szdmmal egyenl6? A 29. Tétel

értelmében elegendo lenne igazolni, hogy az f fiiggvény monoton névekvs. Abban
a tananyagban szintén igazoltuk, hogy az

a n
Oy 1= (1 + )
n
sorozat szigorian monoton névekvo, ha a > 0. Ez azt jelenti, hogy minden n < m
pozitiv egész szam esetén
a\" a\"
@+><(H-) . (5)
n m

Legyen r1 < ro két tetszOleges pozitiv racionélis szdm, és frjuk fel Sket

p1 , D2
= — és ro 1= —
q1 q2

r

alakban, ahol p1,p2, q1, g2 pozitiv egész szdmok. Mivel r; < ro, 1gy p1g2 < p2q1-
Legyen n := p1qa, m := paq1 és a := q1q2. Mivel n < m, igy (5) miatt

P1q2 p2q1
(1+ Q1Q2) < <1+ (J1(J2) _
P1G2 p2q1

Ez pedig konnyen atirhaté a kévetkezé mddon

P1 P2

1\a 1\ %2
<1 + Pl) < (1 + PQ) ,
a a2

azaz f(r1) < f(re), ami azt jelenti, hogy az f fiiggvény szigorian monoton névekvo
a racionalis szdmok halmazan. A monotonitas kiterjesztéséhez a valds szamok
halmazara alkalmazni fogjuk az f fiiggvény folytonossagat. Ez utébb az

(1+3) =emsd
X

atalakitasbdl kovetkezik az Gsszetett fliggvény folytonossidga szerint. Legyen tehat
x < y két tetszbleges pozitiv valds szam, és valasszunk két olyan zp, 2z racionalis
szamot, amire r < 21 < 29 < y teljesill. Legyen r, — = és ¢, — y két olyan
raciondlis szamokbdl all6 sorozat, amire

T<Llrp<z21<z22<@qp<yY
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teljestil minden n € N esetén. A folytonossdg miatt f(r,) — f(x) és f(qn) — f(y).
Ekkor az f fliggvény racionalis szadmokon térténdé monotonitasa miatt

f(@) = f(ra) < f(21) < f(22) < flgn) = f(y)-

Igy f(x) < f(z1) < f(z2) < f(y), azaz f(z) < f(y). Ezzel igazoltuk, hogy az f
fliggvény szigorian monoton névekvo, és igy a 29. Tétel szerint

1 T
lim <1 + ) =e.
T—00 €T
A fenti eredménybdl igazolni tudjuk, hogy minden a valés szam esetén
€T
lim <1 + a> =e?
T—00 T
x

teljesiil. A fenti allitds nyilvinvalé a = 0 esetén. Legyen a > 0. Ekkor az y = 7

helyettesitéssel, ha z — oo, akkor y — oo. Igy

1 % “ . 1\Y a
14+ — = lim |1+~ = e
z y—r00 Y

a

a X
lim (1 + ) = lim
T—00 T T—00

Végiil, ha a < 0 jeldlje b = —a > 0. Ekkor az y = x — b helyettesitéssel, ha © — oo,
akkor y — oo. Igy

lim <1+a> = lim (1—6) = lim (m_b) = lim ( i > =
500 T 500 T 500 T oo \x — b

10. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatarértékeket!

. 1\* . 1
a) 111)11100 <1+x> , b) :l%(l-f—Bm) )
322
. . tgx
c) Jim. (1 ot a:2> , d) Igrgi (1+ctgz)®™.

Megolddas:

a) Az y = —x helyettesitéssel, ha x — —o0, akkor y — oo. Igy

1\* 1\ 7Y 1\¥71~L
lim (1 + ) = lim (1 — ) = lim [(1 — ) } = (eil)*1 =e
T——00 T Yy—r00 Y Y—00 y
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b) Kiilon megvizsgaljuk a bal-és jobboldali hatarértéket. Az y = % helyette-
sitéssel, ha = — 01, akkor y — oco. Igy

1 3\Y
lim (14 32)* = lim (1 + ) = .
0+ y—00 y
Az y= —% helyettesitéssel, ha z — 07, akkor y — oo. igy

lim (14 32)F = lim <1 - 3) ' tim {(1 - 3>y]_1 _ (e )=

z—0~ y—o0 Yy y—00 Y
Ezért a keresett hatarérték e3-nal egyenld.

c) Az y = 22 helyettesitéssel, ha x — oo, akkor y — o0o. gy

5 3x2 5 3y 5\ ¥ 3
lim (1 + 2) = lim (1 + ) = lim [(1 + ) } = (%)% = ¢S,

d) Az y = tgx helyettesitéssel, ha x — 5, akkor y — oo. gy

1\Y
lim (1+ctgz)®* = lim (1 + ) =e.
r y—o0 y

A 5. Rész végén igazoltuk, hogy minden egyenletesen folytonos fiiggvénynek létezik
pontbeli hatarértéke az értelmezési tartomanyanak minden torlédasi pontjaban.
Erdekes, hogy hasonl6 allitds nem mondhaté ki, ha kiterjesztett torlédasi pontrol
van sz0, azaz ha a végtelenben vagy minusz végtelenben nézziik a hatarértéket.
Példaul az

f:R—R, flx)==

fliggvény egyenletesen folytonos, de a végtelenben vett hatarértéke co, azaz nem
létezik. Latni fogjuk, hogy inkabb az allitds megforditasa igaz.

33. Tétel. Ha f: [a,o00[— R egy folytonos figguény, ahol a € R, és létezik
a hatarértéke a végtelenben, akkor f egyenletesen folytonos fiigguény.

Bizonyitds. Jelolje A € R a fiiggvény a végtelenben vett hatarértékét és
legyen € > 0 tetsz6leges. A végtelenben vett hatdrérték definicigjabdl

3k > a, hogy ha x > k, akkor |f(z) — A| < % (6)
Masrészt f folytonos fiiggvény, ezért a Heine-tétel szerint egyenletesen folyto-
nos az [a, k| zart intervallumon. Ekkor az egyenletes folytonossdg definici6ja

szerint 36 > 0, hogy ha

a<z<y<kés|r—y| <4, akkor]f(:r;)—f(y)]<§. (7)
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Legyen most a < z < y két olyan szdm, amire |z — y| < J teljesiil. Ekkor
hérom eset lehetséges.

e Ha a <z <y <k, akkor (6)-bdl kovetkezik, hogy

5
J@) ~ fw)] < S <=
e Ha a <z <k <y, akkor (6)-bdl kévetkezik, hogy |f(x) — f(k)| <
Masrészt (7)-bdl kovetkezik, hogy |f(k) — A| < § és [f(y) — A| <
Ezért

(@)= F)] < |F(@) = F(R)|+ F (k) = Al + | f(g) — Al < S+ =+ =

wlm wolm

e Ha k < 2 <y, akkor (7)-bdl kovetkezik, hogy |f(z) — A| < §, illetve
|f(y) — Al < §. Ezért

@) = FO)| < 1f@) = AL+ [f(5) — Al < S+ 5 <.

Mindhéarom esetben

[f(@) = fy)l <e,

ami azt jelenti, hogy az f fiiggvény egyenletesen folytonos az [a, 0o interval-
lumon. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Szeretném megjegyezni, hogy hasonlé médon minden [—oo, a| intervallumon értel-
mezett folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos is, ha létezik a hatarértéke a mi-
nusz végtelenben. Ez az el6z6 tételbdl kovetkezik, ha allitasat az f(—z) fiiggvényre
alkalmazzuk. A két 4llitasbdl kovetkezik, hogy a teljes valés szamok halmazén ér-
telmezett folytonos fliggvény egyenletesen folytonos is, ha létezik a hatarértéke a

végtelenben és a minusz végtelenben. Ilyen példaul az
f:R—=R, f(x) = arctgx

fliggvény.
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9. Feladatok

11. Feladat. A definici6 alapjan igazoljuk a kdvetkez6 fiiggvények folytonossagat
a megadott pontban!

1. f(z) := a3, x9 = —1, 2. f(z):= /=, xo = 4,
3. f(x):= $2—$, xo =1, 4. f(z):= x2—|—2x—1’ xo = —1,

5. @) =22 =0, 6 fl@)=22—t

x—1’

12. Feladat. A kovetkezd fiiggvényeket a lehetséges legb6vebb halmazokon értel-
mezziik. Melyik pontban (balrél vagy jobbrodl) folytonosak ezek a fiiggvények?

1. f(z):= T=T 2. f(z):= e p—

3. f(a) = |- 3], 4 f(@) =1 -al,

5. f(@) = ala), 6. (@)= o

7. f(z) = {z}, 8. f(z):={a} +{1 -z},

9. flx) = [2] + {=}, 10. f(z) := [2] = {=},
11. f(z) := asign(z? — 22), 12. f(x) := sign(2?® — 3x) — sign(2? — 2z),
13. f(x) := sign(z® + z), 14. f(x) := |z — 1] sign(z® — z),

h 3_222+1, h
15, fz) = |z, areQ, 16, f(z) = x z“+1, hazeQ,
222 - 3r+1, haz ¢ Q.

A feladatban [z] az x szdm egész részét, illetve {z} az x szdm tortrészét jelenti.
13. Feladat. Legyen H C R, zp € H, és f,g: H — R. Igazoljuk, hogy ha f

folytonos az zp pontban, f(zp) = 0 és g korlatos, akkor az fg folytonos az xg
pontban!

14. Feladat. Legyen H C R, 9 € H és f: H — R. Igazoljuk, hogy ha f
folytonos az xp pontban akkor |f| is folytonos az xg pontban! Igaz-e az &llités
megforditasa?

15. Feladat. Legyen f egy valods fiiggvény, és jeldlje
() = {é”(x) ia J@)>0, {—f(z) ha f(x) <0,
a f(z) <0, 0 ha f(z) =0,

a fliggvény pozitiv és negativ részét. Igazoljuk, hogy ha f folytonos, akkor a
fliggvény pozitiv és negativ része is folytonos!
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16. Feladat. Legyen H C R, valamint f,g: H — R. Igazoljuk, hogy ha f és ¢
folytonos fiiggvény, akkor az F,G: H — R,

F(z) == max{f(z),9(x)},  G(r):=min{f(z),g(z)}

fliggvények is folytonosak!

17. Feladat. Legyen H C R, zg € H, és f: H — R. Igazoljuk, hogy ha f
folytonos az xop pontban, és minden r > 0 esetén a K(xo,r) kornyezet tartalmaz
olyan z1 és xo H-beli elemet, hogy f(x1) < 0 és f(x2) > 0, akkor f(xg) = 0.

18. Feladat. Adjunk példat olyan nem folytonos invertalhaté fiiggvényre, amely-
nek inverze folytonos!

19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f: [a,b] — R egy monoton fiiggvény, amely
minden f(a) és f(b) kozé esé értéket felvesz, akkor f folytonos fiiggvény!

20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f: R — R egy monoton fiiggvény, amely minden
raciondlis értéket felvesz, akkor f folytonos fiiggvény!

21. Feladat. Igazoljuk, hogy egy intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény
értékkészlete is intervallum!

22. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f: [a,b] — R egy folytonos fiiggvény, akkor
minden zj € [a,b], k =1,2,...n (n € N) esetén létezik olyan £ € [a, b], hogy

S fla).
k=1

S

f(&) =

23. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f: [a,b] — [a, b] egy folytonos sziirjektiv fliggvény,
akkor létezik olyan & € [a, b], hogy f(&) = ¢!

24. Feladat. Melyek azok a fiiggvények, amelyek egy zart [a,b] intervallumon
értelmezettek és ennek minden nem tires részhalmazan van legkisebb és legnagyobb
elemiik?

25. Feladat. Adjunk meg olyan fiiggvényt, amely valamennyi pontja egyetlen
kornyezetében sem korlatos!

26. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az f: [a,b] —]0, 00| fiiggvény folytonos van olyan
e > 0, hogy f(z) > € minden = € [a,b] esetén! Igaz-e az allitds, ha a fuggvény
értékkészlete egy nyilt intervallum?
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27. Feladat. Igazoljuk, hogy minden harmadfoki polinomnak van valés gyoke!

28. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f: R — R egy nemkonstans, folytonos és perio-
dikus fliggvény, akkor 1étezik legkisebb periédusa!

29. Feladat. Legyen f: H — R egy valds fiiggvény, valamint A C H. Igazoljuk,
hogy ha f egyenletesen folytonos a H halmazon, akkor f az A halmazra valo
lesziikitése is egyenletesen folytonos fliggvény!

30. Feladat. Dontsiik el, hogy egyenletesen folytonosak-e a kovetkezo fiiggvények
a megadott halmazon!

1. f(z):= 2", x €] —1,1], 2. f(z) = a3, z € [0, 0],
3. f(x):= =, x €]0,1], 4. f(x) =3z -1, r €R,
5. f(z) = a:—lkl’ x €]0, oo, 6. f(z):=sinz, z € R.

31. Feladat. Adjunk példat olyan folytonos korlatos fiiggvényre, amely nem
egyenletesen folytonos!

32. Feladat. Igazoljuk, hogy minden monoton, folytonos és korlatos fiiggvény
egyenletesen folytonos!

33. Feladat. Igazoljuk, hogy egyenletesen folytonos fliggvények Gsszege és konstans-
szorosa egyenletesen folytonos, de szorzatuk nem feltétlentil az!
34. Feladat. Igazoljuk, hogy az
f:R—=R, f(z):=2aF

fliggvény eleget tesz a Lipschitz-féle feltételnek minden korlatos halmazon, ahol k
egy tetszOleges pozitiv szam!
35. Feladat. Igazoljuk, hogy az

fi0,00] 2R,  f(x):=2a"
fiiggvény eleget tesz a Lipschitz-féle feltételnek minden [a, ] intervallumon, ahol

a < b tetszOleges pozitiv szamok!

36. Feladat. Igazoljuk, hogy Lipschitz-féle feltételt teljesito fliiggvények Osszege és
konstans-szorosa is teljesiti a Lipschitz-féle feltételt, illetve a szorzatuk is teljesiti,
ha korlatos halmazon vannak értelmezve!
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37. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket!

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

lim

3+ 1

xli}IIjl zd + 222 -3’

x° + 8
-2 -+ 2

)

528 + 2% — 322
z—0 x4 322

y vaz+1-1
im —
z—=0 /20 +4 — 2

lim

V2 +1—+1— a2

z—0 VvVi+zxz—1

sin 7x

lim

x—0 2z ’

tgbx

im — ,
z—0 sin 2z
sin® 4z

lim
z—0 x3

I

Vi -1
lim cos T

z—0 x2

. cosx
lim -,
s —_ =
=5 T 2

lim veosr — 1

x—0 2

sin 2x

=T coSx

sin 2x

lim — ,
z—7% sindw

9

)

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

a8 — 225 — 23 — 1

glclgﬁ xt—1
I 22 +x—3
im ——
=2 222 — 3 — 2’
2251 +6
lim ————,
322 —8x + 15

1 3
lim

el —x  1— 3
o V9+ax2-3
lim ————

z—0 2 +x

. V/b+x—2
lim —m——

a:—1>—2 T+ 2

V3r+1-2

r—1 xQ —1

)

)

)

. 1 1
lim —
z—=0sinxr tgw

) T
lim (x — > tg x,
z—Z 2

2

. 1 1
lim — -
z—=0sinxz tgx

. sin? 2x
lim —,
z—Z1—sinx

sin 2x

im — )
z—m sin 3x
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38. Feladat. Legyen H C R, valamint xg torlédasi pontja a H halmaznak. Iga-
zoljuk, hogy ha az f: H — R valds fiiggvénynek van hatarértéke az xy pontban,
akkor az | f| fliggvénynek is van hatarértéke az x¢ pontban és

lim |f(z)| =

T—T0

lim f(x)].

T—T0

39. Feladat. Adjunk meg olyan f fiiggvényt, amelynek valamely pontjaban nem
létezik hatarértéke, de ott az |f| fiiggvénynek van hatarértéke!

40. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Dirichlet-féle fiiggvénynek nincs olyan pontja,
ahol létezik hatarértéke!

41. Feladat. A Riemann-féle fiiggvény fiiggvényt a kiévetkezé mddon értelmezziik

) 0, ha x irracionalis
€Tr) =

% ha z = g, ahol p,q € Z, ¢ >0, (p,q) = 1.
Igazoljuk, hogy

a) az f fiiggvénynek létezik hatérértéke minden pontban, és ez nulldval egyenlé.
b) az f fiiggvény folytonos minden irraciondlis helyen.

c) az f fiiggvény nem folytonos egyik racionélis helyen sem.

42. Feladat. Tegyiik fel, hogy az f: R — R fiiggvénynek létezik hatarértéke
minden értelmezési tartomanybeli pontjaban és jeldlje

h(z) := lim f(t) (x € R).

t—zx

Igazoljuk, hogy a h fiiggvény folytonos a valés szamok halmazén!

43. Feladat. Igazoljuk, hogy nincs olyan f: R — R fliggvény, amelynek minden
pontjiban végtelen a hatarértéke!

44. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az f: R — R fiiggvénynek minden pontjaban
nulla a hatarértéke, akkor van olyan x pont, ahol f(x) = 0.

45. Feladat. Legyen H C R, valamint x( torlodasi pontja a H halmaznak. Iga-
zoljuk, hogy ha az f: H — R valés fliggvénynek van hatérértéke az xg pontban,
akkor van az xp-nak olyan K kornyezete, hogy f a HNK halmazra valé lesziikitése
korlatos fiiggvény!
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46. Feladat. Adjunk meg olyan f,g: R — R valés fliggvényeket, amelyek eleget
tesznek a kovetkezo feltételeknek: a g fliggvénynek van hatarértéke egy adott xg
pontban és ez yo-val egyenld, az f fiiggvénynek van hatarértéke az yo pontban és
ez zp-val egyenl6. Tovabba

(a) az fog fiiggvénynek van hatarértéke az xp pontban, de ez nem egyenld zp-val,

(b) az f o g fliggvénynek nem létezik hatarértéke az xzo-ban.

47. Feladat. Indokolja meg miért nem léteznek a kovetkez6 hatarértékek!

1. lim[z], 2. lim @,
rz—1 z—0 T
1— 22 23
3 fim LT 4. Tim 2%
z——1 1+ z—0 |I”
2
.oz +1 . x
ST R g PR
2 3 2
. ¢ —1 Cox? =2z +x—2
O pa G S e B P
) 2
9. lim ————, 10. lim arctg * ,
T——2 14 27+2 z—3 r—3
1.l SRE=2) 19, lig S02E-1)
T2 ]x3—8‘ z—=0 |z|(z+1)

48. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket!

1. lim sign®z, 2. lim[z] + [—z],
z—0 z—0
3. limeF T 4.1 L
1 z—1 1 P
. xl_)rnl e , . wl_)Hé arctg (@ 2)2,
5 lim sin:L‘7 6 I (sin |z + 2|)|2? — 4|
a0 Jx a——2 13 4422 + 4x

49. Feladat. Legyen H C R olyan halmaz, amire minden x € H esetén —x €
H is teljesiil, valamint zy torlédasi pontja a H halmaznak. Igazoljuk, hogy ha
az f: H — R péaros fliggvénynek van hatarértéke az xg pontban, akkor létezik
hatarértéke a —xy pontban és

lim f(z)= lim f(x).

T——XTQ T—IQ

Fogalmazzuk meg és igazoljuk az allitas megfelel6jét paratlan fliggvények esetén!
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50. Feladat. Fogalmazzuk meg és igazoljuk az el6z6 allitas megfelel6jét bal- és
jobboldali hatarérték esetén!

51. Feladat. Legyen f: H — R egy paros fiiggvény és xy = 0 torlédasi pontja a
H halmaznak. Bizonyitsuk be, hogy ha az f fliiggvénynek els6faju szakadéasa van
az xo = 0 pontban, akkor ott 1étezik a fiiggvénynek hatarértéke!

52. Feladat. Legyen H C R és xg torlédasi pontja a H halmaznak. Igazoljuk,
hogy ha az f,g: H — R fliggvényeknek van hatarértéke az xg pontban, és van
az xo pontnak olyan K koérnyezete, hogy f(x) < g(x) minden z € K N H esetén,
akkor

lim f(z) < lim g(z).

T—TQ Tr—xQ

Igaz-e az allitds megforditasa?

53. Feladat. (Rendér-elv) Legyen H C R, z( torlédasi pontja a H halmaznak
és f,g,h: H — R val6s fiiggvények. Igazoljuk, hogy ha az f és g fliggvényeknek
létezik hatarértéke az xo pontban és

lim f(z) = lim g(x) =: A,

T—rT0 T—rT0

tovabba van az xg pontnak olyan K koérnyezete, hogy

f(@) <h(z) <g(z)  (ze K\ {xo}),

akkor a h fuggvénynek létezik hatarértéke az xy pontban és

lim h(x) = A.

T—T0

54. Feladat. Adjunk meg olyan f: [0,1] — [0, 1] fiiggvényt, amely monoton és
végtelen sok szakaddsi helye van!

55. Feladat. Igazoljuk, hogy minden valds fiiggvény els6faju szakadasi helyeinek
halmaza megszamlilhato!

56. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy valés fliggvénynek minden racionélis pontban
els6faju szakadasi helye van, akkor van olyan irraciondlis pont, ahol a fiiggvény
folytonos!
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57. Feladat. Allapitsuk meg milyen tipust szakaddsi helyei vannak a kévetkezd

fuggvényeknek!

sin2zx ha z <0,
a x) =
) J@) {em ha z > 0,
—x ha z < —1,
b) f(z)= 33 haz =1,
x
7 egyébként,
e’ ha z <0,
o) flz)= xl ha0 <z <2,
ha z > 2,
x_
1
— ha z <0,
x
d) f(z)= Inz ha 0 <x <1,
2r —2 haxz>1,
0 ha z =0,
1 h =
o) flay=t, ., hall=3
BT evébként
222 —9) "

1
arctg—— haz <1,
r—1

f) flz)= 2sin(z — 1)

2] hal<z <2,
x? egyébként,
(22 —3a:+3 sm]m—i—l]
ha |z| # 1,
ha |z| =1,
arctg ha x # 0,
h)
ha x =0,

2% + 2z ha z raciondlis szam,

32 ha z irraciondlis szam.

p LT .
ha = = = racionalis szam,

{ ha z irraciondlis szam.
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58. Feladat. Hatdrozzuk meg a paramétereket gy, hogy az alabbi fliggvények
folytonosak legyenek!

ar+1 hazxz <2,

a x) = 2 _
) f(x) x 4 ha x> 2,
r—2
»+zx haz<a
b T) = -
) @) {—:p2 ha z > a,
2
ez—1 ha z < 1,
o) fla)= 2 —a hal<z <2,
sin |z — 2|

3 +bx haxz > 2.
3

59. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket!

1. lim 32° 4+ 23 — 322 + 1, 2. lim z% 4223 —z+2,
T—>—00 r—>—00
34201 2 _5z+3
3. lim LA 4 fim T2TES
z——oco g2 — g3 z—s—oc0 2x2+ 1
4 2 _ 1 2 6
5. lim L0 6. v

LU x3 + 322+ 2’

V2 42z +x 33—z

L RS Ny
9. lim (Va3 -z +x), 10. lim Vez+1- vz -1,
. ox T 2z41 . Qx
11, lim 2 T3 12, lim 23"
z——oco 3T+l 41 T——00 3T 4+ 47
9 T 1 2z+1
13.  lim ('7” ) , 14.  lim (’“L ) .
z——oo \ L — 3 T——00 €

60. Feladat. Legyen H C R olyan halmaz, amely sem alulrdl, sem feliilrél nem
korlatos és f: H — R egy olyan periodikus fliggvény, amely nem &allandé. Igazol-
juk, hogy az f fliggvénynek nem létezik hatarértéke a végtelenben!

61. Feladat. Legyen f: R — R olyan valés fiiggvény, amelyre igaz, hogy az
Yn := f(x,) sorozatnak van hatérértéke, ha x,, — oo és

Tn+1
In

— O0.

Igazoljuk, hogy a fiiggvénynek létezik hatarértéke a végtelenben!
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62. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket!

2 3 2
1 dim L 9 lim cg27tlossT
z—00 ey + ez T—+00 ln3x +1
In?z + 21 1
3. lim w’ 4.

3 lim ———5—,
z—0t 1 —In"z =3 1 +tg“x

Vall +3 -2 Ve 411

ST 6. fm
.27 (—2)” T
7. xlgrolo g 8. xhﬁ\rgoe sin(e™ "),

3
sin (arctgz — %)

2 +1\"
lim 5 10. lim In 3 .
T—00 arcth T — % T—00 T
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atviteli elv fliggvények
bal- és jobboldali hatarértékre, 52
baloldali folytonossagara, 17
jobboldali folytonossagara, 17
folytonossagara, 11
hatarértékére a végtelenben, 65, 70
hatarértékére pontban, 45

Bolzano—Darboux-tétel, 29
Dirichlet-féle figgvény, 15

elemi fuggvények folytonossiga, 19
arkusz-fliggvények, 25
exponencialis fiiggvények, 23
gyokfiiggvények, 23
hatvanyfiiggvények, 23
logaritmus fiiggvények, 24
polinomok, 22
racionalis tortfiggvények, 23
trigonometrikus fiiggvények, 24

fliggvény folytonossaga, 9
baloldali, 16
egyenletes, 36, 63, 79
jobboldali, 16
pontban, 7, 42
fliggvény hatarértéke
a minusz végtelenben, 70
a végtelenben, 64
bal- és jobboldali, 52
pontban, 41
fiiggvénymiiveletek és folytonossag, 19

gyengén konvex fiiggvények, 34
Heine-tétel, 40

inverz fiiggvény folytonossaga, 21, 22, 32
jeltarté fuggvények, 26

konvex fliggvények, 33
konvexitas és folytonossag, 33
korlatossag és folytonossag, 27, 37

Lipschitz-féle feltétel, 39
monotonitas és folytonossag, 31

Osszetett fiiggvény
folytonossiga, 19

hatarértéke, 47, 74
pontbeli hatarérték és a miveletek, 47

széls6értékek és folytonossag, 28

szakadasi hely, 51

szakadasi helyek, 10, 31, 51
els6faji, 53
maéasodfaju, 54
megsziintethetd, 51

Weierstrass-tétel
folytonos fiiggvényekre, 28

zérushely és folytonossag, 29
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