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1. Bevezetés

A differencidlszamitas a matematikai analizis egyik legfontosabb eszkéze, mellyel
meg tudjuk vizsgalni milyen gyorsan valtozik a fiiggvény értéke az egyes helyeken,
ami egy joval részletesebb fliggvénymegismerésre ad lehet6séget. Segitségével fon-
tos gyakorlati alkalmazhatésaggal bird tulajdonsagokat is meghatdrozhatunk, mint
példaul a figgvény monotonitasat, szélséértékhelyeit, a fliggvényhez hiuzott érintd
meredekségét, stb. Ezek olyan fontos alkalmazasi teriiletek, melyeknek mar az
Okorban is komoly hagyomanyai voltak, igaz akkor még végtelen kicsiny mennyisé-
gekkel, .n. infinitezimalisokkal prébaltak szamolni. Sét, még a XVIII. szazadban
is olyan modszereket alkalmaztak, melyek mai szemmel nézve nem voltak elég
precizek, de ezekkel igazoltak a megsejtett eredményeket. Csak a hatarérték fo-
galmanak tisztazasa tette lehetGvé a pontos szamitasok elvégzését.

A modern analizis kialakuldsa a XVIIL. szdzadban kezd8dott Eurépaban. Ugy ta-
nitjak, hogy a differencidl- és integralszamitas egymastél fliggetleniil Newton és
Leibnitz érdeme. A valésagban a differencidlhdanyados mai, a geometriatél flig-
getlen értelmezése egy igen hosszu folyamat eredménye volt, amelyben tobb ma-
tematikus is részt vett. Csak a XIX. szdzadban nyerte el a differencialhdnyados
mai alakjat és valt alkalmazhatéva a fliggvények altalanos osztalyara d’Alambert,
Cauchy és Weierstrass munkéja révén.

Jelen tananyag célja, hogy megtanitsa az olvasét, hogyan célszerii az egyvaltozos
fliggvény derivaltjat kiszamitani, és ehhez precizen targyalja a sziikséges elméleti
ismereteket és gyakorlati médszereket. A benne szerepld elméleti eredmények is
ezt a célt szolgaljak, ezért kevés szd esik gyakorlati alkalmazdsokrél. Azonban az
itt bemutaté szabalyok és fogdsok az alkalmazasok alapjat képezik, igy rendkiviil
fontos az elsajatitasuk.

Ennek ellenére a tananyagot egy gyakorlati probléméval, az érint6é probléma megol-
déasaval kezdjik. Latni fogjuk, hogyan alakul at az érinté mint geometriai fogalom
egy olyan fogalomma4, amivel mar szamolni tudunk. Kideriil, hogy az érintéegyenes
meredekségét egy kiilonleges hatarértékkel fogjuk értelmezni. Ez lesz a differen-
cialhdanyados. A fiiggvény hatarértékkel kapcsolatos ismeretek a ,,Folytonos fiigg-
vények” cimii tananyagban keriiltek bemutatasra. Az ilyen ismeretek elsajatitsa
nélkiilozhetetlen a differencidlhanyados fogalmanak megértéséhez.

A tananyag elején a differencidlhédnyados kiszamitdséhoz csak a fogalma 4ll a ren-
egyszeru fiiggvényeken keresztil, és megoldunk néhany példat a definicié alap-
jan. Kideriil, hogy a folytonossig sziikséges, de nem elegendé feltétele a diffe-
rencidlhatésdgnak. Néhany abra és animéacié segiti az ismeretek megértését, a
kivalasztott formatum megfeleléen miikodik Adobe Acrobat Reader szoftverkor-
nyezetben. A 3. Részben mar sor keriil a derivalt fliggvény értelmezésére, és a
definici6é alapjan kiszamoljuk a konstans-, a hatviny-, a szinusz és a természetes
alapu logaritmus fiiggvény derivaltjat.

A kovetkezo részben derivalasi szabdlyokat alkotunk, amivel az elemi fiiggvények-
bdl véges szamu miivelet, kompozicio és inverzképzés segitségével jéval hatékonyab-
ban tudjuk a derivalt fiiggvényeket meghatarozni. Ezutan méar egyre ritkabban
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alkalmazzuk a definiciét. Példaul a koszinusz, a tangens és kotangens fiiggvény
derivaltjat is a derivaldsi szabalyok segitségével hatdrozzuk meg. Az exponen-
cialis fiiggvény derivaltjat is a logaritmus fiiggvény derivaltjabdl kapjuk meg az
inverzfiiggvényre vonatkozé derivalasi szaballyal, és ezt a szabdlyt alkalmazzuk a
trigonometrikus fiiggvény inverzeinél is.

Az alapvetd szabalyok megismerése utan keriil sor az alkalmazdsukra. A 6. Részben
tobb feladatot oldunk meg, amiken keresztiil bemutatjuk a legfontosabb fogasokat.
A lényeg az, hogy minden 1épés el6tt el kell donteni, melyik szabalyt kell alkal-
mazni, és vele részfeladatokra bontani a feladatot addig, amig elemi fiiggvényekhez
nem jutunk. Ezutan foglalkozunk a logaritmikus derivdlassal és az esetekbol allo
fliggvények derivaltjaval.

Végiil a 9. Részben bemutatjuk a differencidlhanyados jelentését a fizikaban. Nem
fogunk mélyen belemeriilni ebbe a témaba, hiszen nagyon eltérnénk a tananyag
céljatél, amely a derivalasi fogdsokrol szol. De szerettiik volna érzékeltetni az
olvaséval mennyire széles a differencialszamitds alkalmazasi teriilete még azelGtt,
hogy egy kovetkezd tananyagban ratérnénk olyan fontos alkalmazédsokra, mint a
fliggvényvizsgalat vagy a szélsGértékszamitas. Ezért ebben a részben csak pontsze-
ri testek egyenes palyan tortén6 mozgasaval foglalkozunk, és bemutatjuk hogyan
alkalmazzuk a differencidlhdanyadost a pillanatnyi sebesség és gyorsulas fogalmai-
nak megalkotasdban.

A tananyag feldolgozdsanak mddszere a mar kidolgozott

1. Halmazok, relacidk, fiiggvények [10]
2. Val6s szamok [11]

3. Valos fliggvények [12]

4. Szamsorozatok és tulajdonsagaik [13]
5. Hatérértékszamitas [14]

6. Folytonos fiiggvények [15]

cimi tananyagokhoz hasonld, azaz a matematikaban szokésos négyes tagozddasbol
all: definicié, tétel, bizonyitas, alkalmazas (feladatok). A jobb megértést elésegi-
ti, hogy a definicidkat egyszerii példakkal szemléltetjiik. A definidlt fogalmakra
tételeket mondunk ki és precizen bizonyitjuk ezeket. A tananyag teljes elsajatita-
sdhoz tobb mintafeladatot oldunk meg. Az utolsd részben feladatokat tliziink ki
megoldas nélkiil, melyek a lehetséges gyakorlati foglalkozasok anyagat képezhetik.
Megoldasuk el6tt javasoljuk a tananyagban megoldott feladatok tanulményozésat
és megértését.

A fejezetben N, Z és R szimbélumokkal jeloljik a természetes, egész és valds
szamok halmazat. Ha kiilon nem jeloljik, akkor az el6fordulé betiik (latin, gorog)
mindig valés szamokat jelentenek.
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2. A differencialhanyados és geometriai jelentése

Tanulményainkat az tn. érinté problémaval fogjuk elkezdeni. Legyen f egy az
Ja,b[ nyilt intervallumon értelmezett valés fuggvény és zp az intervallum egyik
pontja. A kérdés az, hogy hogyan hatarozhatjuk meg az f fliggvény gorbéjéhez az
xo abszcisszaju pontban hizott érintéegyenes egyenletét.

A fenti kérdés egy masikat vet fel, mégpedig az érinté fogalmat az analizisben. A
geometridbol olyan intuitiv fogalom alakul ki benniink az érintorél, amely igazan
csak olyan specidlis gérbéknél alkalmazhatd, mint a kor és tovabbi masodrendi
gorbék.

,Erint8egyenes alatt olyan egyértelmiien meghatarozhaté egyenest kép-
zeliink el, amelynek egyetlen k6zos pontja van a gérbével, de nem szeli
at, hanem a gorbe az érintéegyenes ugyanazon félsikjan halad az érinté
pont egyik kornyezetében.”

Egy olyan fogalmat keresiink, amely nagy részben megfelel az el6z6 elképzeléstink-
nek, masrészt preciz, jol alkalmazhaté analitikus eszkozoket tartalmaz, Ggyszél-
van tudunk vele konkrét példakat kiszadmolni. Olyan fogalomra van sziikségiink,
amellyel el tudjuk doénteni, hogy létezik-e az érinté a megadott g abszcisszaju
pontban, és ha igen, akkor meghatarozhatjuk vele az érinté egyenletét.

Induljunk ki abbdl a ténybdl, hogy az (xg,yo) ponton atmend m meredekségii
egyenes egyenlete
Y —Yo

m = .
T — xg

Az érintéegyenes az f fiiggvény gorbéjét az (xo, f(xg)) pontban metszi, azaz a
fenti képletbe yo = f(xg) keriilhet. Ha még az m meredekséget is ismernénk,
akkor fel tudndnk irni az érinté egyenletét. A kérdés az, hogy hogyan tudnénk ezt
meghatirozni.

Legyen z az ]a,b[ intervallum egy xo-t6l kiilonb6zé pontja és tekintsiik azt az
egyenest, amely az (zg, f(zo)) és az (x, f(x)) pontokon megy at. Mivel ismerjiik
az egyenes két pontjat, igy ki tudjuk szadmolni a meredekségét. Ez természete-
sen fiigg az x érték megvalasztasatol, és a kovetkezd mddon jelolhetjiik, valamint
szamolhatjuk ki:

f(x) = f(=0)

F(x) = pra—

(x €a,b], x # xo).

A fent értelmezett F' fliggvényt az f fliggvény x¢ pontra vonatkozdé kiilonbség-
vagy differenciahdnyados fiiggvényének nevezziik. Ertékei adjék az (zq, f(20)) és
az (x, f(r)) pontokon dtmené egyenes meredekségét, és bar altaldban ez még nem
a keresett érinto, ha az x érték elég kozel van az x( értékéhez, akkor ez az egyenes
(az animécid piros szinli egyenese) majdnem az érintGegyenessel egyezik meg, azaz
az F(x) érték nagyon megkozeliti az érintéegyenes meredekségét.
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Yy

flz) —
f (o) 1
7

(=]

Ez a kozelités preciz analitikus eszkozokkel irhaté le, mégpedig a ,,Folytonos fligg-
vények” cimi tananyagban talalhato fiiggvény pontbeli hatarértékével.

1. Definicié. Legyen f egy, az ]a,b[ nyilt intervallumon értelmezett valds
fligguény és xy az intervallum eqgy belsd pontja. Az f fiigguény az xg pontban
értelmezett differencidlhdnyadosdt az

f(=) ~ f(@0)

T—XQ T — X

osszefiiggéssel értelmezzik, ha a fenti hatarérték létezik. Ha az f fligguény-
nek létezik differencidlhdnyadosa az xg pontban, akkor azt is mondjuk, hogy
az f figgvény differencidalhaté az xy pontban.

\ W,

A fentiek értelmében a kovetkez6 mddon értelmezziik az érintéegyenes fogalmat:
az f figgvény gorbéjéhez az x(y abszcisszaju pontban hiizott érinté az az egyenes,
ami az (g, f(z¢)) koordinatdju ponton megy at, és meredeksége az f fliggvény xg
pontban értelmezett f’'(zo) differencidlhdnyadosa, ha ez 1étezik. Ekkor az érinté
egyenlete:

y— f(=o
f’ (20) = #

T — T
Ha az f’(zo) differencidlhdnyados nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy az f fiigg-
vény gorbéjéhez nem hizhatd érintd az xg abszcisszaju pontban. Az el6z6 megdl-

lapitasok adjdk meg a differencialhanyados geometriai jelentését.

A h := x — x( helyettesités bevezetésével a differencidlhidnyados fogalméban sze-
replo hatarérték a kovetkezOképpen irhatd at

f(zo+h) — f(20)

f/ (1’0) = Ilzim h .

—0

Ez sokszor megkonnyitheti a szamitasokat.


http://bit.ly/toledo-tananyag-folytonos_fv
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1. Feladat. A differencidlhdnyados fogalmdnak segitségével hatdrozzuk meg az
f(x) = 22 fiigguény gorbéjéhez az xo = 1 abszcisszdjii pontban hizott érintd-
egyenes egyenletét!

Megoldds: A differencialhanyados fogalma szerint

Yy
1+h)2—12
(1) = li —( =
F1(1) = lim Y
. 1+2h+h*-1
= lim =
h—0 h
2h + h?
—im Y im2 4 n) =
h—0 h—0 1|----
Miésrészt f(1) = 12 = 1, igy behelyettesithetjiik }
ezeket az érint0 egyenes egyenletébe: / 1 x
r—1 r—1

amibdl atrendezés utan az y = 2o — 1 végeredményt kapjuk.

Erintét csak olyan pontokban kereshetiink, ahol a fiiggvény folytonos. Ezt mondja
ki a kévetkezd tételt.

[ 1. Tétel. Ha az f fligguény az xg pontban differencidlhato, akkor ott foly- }
tonos is.

Bizonyitds. A kovetkez6 szamitds szerint

Jim (@) = fGao)) = Jimg LIy -
= lim M lim (z — xg) =
T—TQ xr — g T—rTQ
:f/(l'()) 020)

hiszen ha két hatarérték létezik, akkor szorzatuk hatarérték a hatarértékiik
szorzata. Igy

lim f(z) = f(zo),

T—I0

ami azt jelenti, hogy az f fiiggvény folytonos az x¢ pontban. Ezzel a tétel
allitasat igazoltuk.

Azonban nem biztos, hogy az érintéegyenes létezik, ha a vizsgalt fliggvény folyto-
nos. Erre j6 példa az f(x) = |z| az o = 0 pontban.
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Vegyiik észre, hogy az

Yy
f(x) = ||

fliggvény esetében tobb olyan egyenes létezik,
amelynek egyetlen kézos pontja van a fliggvény ~
gorbéjével az xg = 0 pontban, de nem szeli at TN\ T “]
a gorbét. Ez azért lehetséges, mert az % . %

/ _0+h[—]O] .. |’

0)=lim —— = lim —
10y = Jimy =, W f(@) = lal

differencidlhdnyados nem létezik, hiszen a bal- és a jobboldali hatarértékek nem
egyeznek meg, hiszen
. |h] . h : :
lim — = lim - =1 és lim — = lim — = —1.
h—0t h h—0t h h—0— h h—0— h
A differencidlhdnyados létezése gyakran a bal- és a jobboldali hatarértékek egye-
zésén mulik. Ezért néha érdemes ezeket kiilon kezelni.

2. Definicié. Legyen xo € R, b > zy és f egy, az [xo,b] intervallumon
értelmezett valds fiigguény. Az f fligguény xo pontban értelmezett baloldali
differencidlhanyadosdt az

f(@) — f(o)

=g, T — o

L osszefiiggéssel értelmezzik, ha a fenti hatdrérték létezik.

3. Definicié. Legyen zp € R, a < zy és f egy, az |a,xo] intervallumon
értelmezett valos fiigguény. Az f fiigguény az xo pontban értelmezett jobb-
oldali differencialhdanyadosdt az

Fi(@o) = lim L&) = /(@)

zﬁxa' T — Zo

L osszefliggéssel értelmezziik, ha a fenti hatdrérték létezik. ).

Nyilvanvalo, hogy akkor és csak akkor létezik egy fliiggvény differencialhdnyadosa
egy pontban, ha ott a bal- és jobboldali differencidlhanyadosa létezik, és a ketto
megegyezik.

A differencidlhdanyadossal megadott érintéegyenes fogalma dltalaban rendelkezik a
geometridbdl elvart tulajdonsidgokkal, azonban ez nem minden esetben igaz. Valo-
jaban az a kovetelmény, hogy az érintGegyenes nem szelheti at a fiiggvény goérbéjét
az érintési pont kornyezetében, az 1j definicié értelmében nem &llja meg mindig
a helyét. Ez a helyzet az f(z) = 2 fiiggvény esetében az xq = 0 abszcisszaju
pontban.
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Valéban, a differencialhanyados fogalma szerint y
/ . (0+h)3-0°
0 == _—
£(0) = lim
h3
= 1. _— =
oo b
0 T
= lim h? =0
h—0
Ez azt jelenti, hogy az érint6 meredeksége 0.
Mivel az érint6 az origdn megy at, igy az egyen-

lete y = 0 lesz, ami atszeli a fliggvény grafikon-
jat az origd tetszdleges kornyezetében.

fla) =2

2. Feladat. A definicio segitségével dontsiik el, hogy differencialhatok-e az
alabbi fiigguények a megadott pontban! Hatdrozzuk meg a differencidlhdnya-
dost, ha létezik!

a) f(x)=5x% -2z +1, xo = 2,

b) flz)=vVa+1, zo = 1,

9 f@)=1, z= 1,

d)  f(z) = zlzl, zo = 0,

o J@=2"1, ro=1.
1 <

) fe)= {x2 —xa: +1 hz z ; 0, i =0

Megoldds: A feladat megoldasaban a ,,Folytonos fiiggvények” cimil taganyag-
ban bemutatott fiiggvények pontbeli hatarértékére vonatkozé fogasokat fog-
juk alkalmazni.

(a)

f(x) =522 — 2z + 1,

$0=2

oy _ o J(2+h) — f(2)
A
. B2+h)?—22+h)+1-(5-22-2-2+1)
= lim =
h—0 h
2
i R 5kt 18) = 18
h—0 h h—0

A keresett differencidlhdanyados 1étezik, és értéke 18.
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(b) [flz)=Va+1, =1

fwwzlm1ﬂ1+hy—ﬂn VIith+1—(V1+1)

h—0 h - flg% h -
_hmv4+h—1_hmvd+h—1\ﬂ+h+1_
T hs0 h T hs0 h Vith+1

14+h—1 1 1

=lim—r0r———— lim ————— = —.
0 h(VIth+1) m0VIthtl 2

A keresett differencialhanyados létezik, és értéke %

@ [f@) =, w=-1

1 1

PTG T ) Bl Gl D RSP v e

A h R
1-14+h 1

= lim —1.

noo h(h—1)  hooh—1

A keresett differencidlhdnyados létezik, és értéke —1.

(d) | f(z) = al], ao=0]

oo fO+h)—F(O0) . (04+h)0+h|—0-]0]
f10) = Jim h = jig h =
= lim hin| = lim |h| = 0.
h—0 h h—0

A keresett differencidlhanyados 1étezik, és értéke 0.

x—1
© | f) = 2= a1
X
[1+h—1]  1-1
fA+h) Q) R T ||
F1) = lim h hs0 h ns0 (1+ h)h
Ezért
h| —h —1
"(1) = 1 ‘7: li — =1 — =1
S~ = lim sy = i s T gy T
h| h 1
f) = tim g Py _
Fe) = i n = G T

Mivel f (1) # f1.(1), igy a keresett differencidlhanyados nem létezik.
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(f)

fz) =

{l—m ha z <0,
{L‘OZO

2 —x+1 ha x > 0,

Szamoljuk ki kiilon-kiilén a bal- és jobboldali differencidlhanyadost! A
fiiggvény megaddsabdl f(0) = 1 adddik.

F(0+h) = £(0) 1-(0+h) -1 . —h

"0) = 1 = lim —> """ "~ — |im — = —1
J=(0) = lim. n . n =1
. 0+ h)— £(0) . (0+h)?2—(0+h)+1-1
f+(0) = lim, h i, n
2 _
:limh hzlimh—lz—l.
h—0t+ h h—0+

fL(1) = fi(1), igy a keresett differencidlhdnyados létezik, és értéke -1.



3. A derivalt fogalma

13

3. A derivalt fogalma

Az el6z6 részben a differencidlhatosagot a fliggvény egy rogzitett xg pontjaban

néztiik. E fogalom kiterjeszthet6 a fiiggvény egészére a kévetkezd mdodon.

4. Definicié. Legyen f egy az |a,b] nyilt intervallumon értelmezett valds
fiiggvény és H Cla,b[. Akkor mondjuk, hogy a figgvény differencidlhato
a H halmazon, ha minden H-beli pontban differencidlhato. Ha minden
értelmezési tartomdnybeli pontban differencidlhato, akkor a fiiggvényt diffe-
L rencidlhatonak nevezzik.

~

W,

5. Definicidé. Azt a fiigguényt, amely minden ponthoz, ahol az f fligguény
differencialhato, hozzdarendeli a pont differencidlhdnyadosdt és a legbévebb
halmazon értelmezett, az f figguény derivdltjdnak nevezzik, és f'-vel jelol-
jiik.

\

J

Lassunk egy példat! Hatarozzuk meg az

f:R—=R,  f(z):=2>

c sz

= lim (2z + h) = 2z.
h—0

Ezzel egy tjabb fiiggvényt kaptunk, az
f*R—R, f(z) =2z

fiiggvényt, amelyet az f(x) = 22 fiiggvénybdl szarmaztattuk a differencialhanya-

dosban szereplé hatarérték meghatarozasaval egy altalanos helyzetii pontban,

ezt
(%) =22

és

modon jeloljiik. Ezt nevezziik a fliggvény derivaltjanak, amely megadja a fliggvény
gorbéjéhez tetszoéleges x abszcisszajui pontban hiuizott érinté meredekségét, ha ez
létezik. Az elébbi példaban az f(x) = 2 fiiggvény gorbéjéhez hiizott érinté mere-

deksége 4, ha az x = 2 abszcisszaju pontban nézziik, 6, ha az x = 3 pontban,

igy tovabb.

és
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3. Feladat. Igazoljuk a kévetkezd fligguények derivdltjainak eredményeit!
a) Ha f(x) = c, akkor f'(z) =0, ahol c eqy dllandé szdm,

b) Ha f(x) =", akkor f'(z) =nax"™l, aholn egy pozitiv egész szdm,
¢) Ha f(x) =sinz, akkor f'(z)= cosx,

d) Ha f(z) =Inxz, akkor f'(z)= é

Megoldds: A megfelel differencidlhanyados kiszamitasaval oldjuk meg a fel-
adatot.

(a) [f(z) =c
) = 1 10 hZ — f@) _
=Jim =0
(b) | f(z) = a"

A binomidlis tétel szerint

(x+h)" = Z”: (Z) v kpk —

k=0

=2" +nz" 'h+ <n> 2" 2R+ nzh™ T+ B

2
Ekkor
(R 2™
R
= lim <nx” Iy + (n) 2" 2R+ nzh™ 4 h") =
h—0 2

hiszen ha h = 0, akkor az el6z6 0sszeg minden tagja nulla az els6 tag
kivételével.



3. A derivalt fogalma

15

(c) | f(z) =sinz
Az addiciés tétel szerint:

sin(z + h) —sinx

/ — 1 —
fiz) = lim -

. sinz cosh + cosxsinh — sinx

= 111m =
h—0 h
5 (sinw(cosh— 1) n cosxsinh)

= |1lm .
h—0 h h

Szorozzuk és osszuk az els6é hanyadost cos h + 1-gyel! Ekkor

f'(z) = lim

sinxz(cos’h —1)  coszsinh
h—0

h(cosh +1) + h

. sinzsinZ h n coszsinh
= 111m — =
h—0 \ h(cosh+1) h
T ( . L sin h 1 + sin h)
= lim [ —sinzsinh - . .
h—0 SHLLS h cosh +1 cos® h
. 1
=—ginz-0-1-——+4cosz-1=
141
= cosz.
Az el6z6 szédmitasokban a
. sinh .. .
lim =1, lim sinh = 0, lim cosh =1
h—0 h h—0 h—0

hatarértékeket alkalmaztuk.
(@ [f(@) =z
A logaritmus
b .
log, b — log, ¢ = log, - és klog, b =log,

ismert tulajdonsagai alkalmazasaval

In(x+h)—Inz . 1 <:U—|—h)

f(z) = lim

T

h—0

bk

&

=8 1=

=
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A logaritmus fiiggvény folytonossdga miatt ki tudjuk cserélni a limeszt és
a logaritmust a fenti kifejezésben, és igy

A Folytonos fiiggvények” cimili tananyagban igazoltuk a

|-

S8 =

/ - .
f(x) —lnllblg% <1+

a\?
lim <1+> =e (a €R)

Y—0o0 Yy

nevezetes hatarértéket. Ezt fogjuk alkalmazni a keresett hatarérték ki-
szamitasdhoz, de kiilon vizsgaljuk a bal- és a jobboldali részét. Legyen
a= % Az y= % helyettesitéssel, ha h — 0T, akkor y — oo, ezért

1\ % a\? 1
lim <1+ ) = lim (1—|—> =e% =ex.

1
A baloldali hatarérték kiszamitasdhoz legyen a = ——. Az y = —% he-
x

H‘R

lyettesitéssel, ha h — 07, akkor y — oo, ezért

% _1 % a\ Y
> = lim (1—}—9{) = lim <1—|—> =

[0 e -

Mivel a bal- és jobboldali hatarérték megegyezik, igy a hatarérték létezik
és

lim (1 +
h—0—

=8 =

lim (1 +
h—0

Igy

1\% L1
f’(l’) = In lim (1 + a{) = lnes = —.
h—0 %


http://bit.ly/toledo-tananyag-folytonos_fv
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4. Derivalasi szabalyok

A tovabbiakban nem folytatjuk azt az utat, hogy a definicié alapjan hatarozzuk
meg a fliggvények derivaltjat. Nagyon hosszadalmas lenne, ha mindig igy ten-
nénk, ezért egy masik szamitasi modszert fogunk alkalmazni, ha a fiiggvény el6all
elemi fiiggvényekbdl véges szami miivelet, kompozici (6sszetett fiiggvény) és in-
verzképzés segitségével. Célunk az, hogy in. derivalasi szabalyokat alkossunk,
melyekkel véges szamu 1épés utan ki tudjuk szdmolni az ,,0sszetettebb” figgvények
derivaltjat a képletét alkotd elemi fliggvények derivaltjabdl. Ilyen mddon kikeriil-
jiik a differencidlhdnyados definiciéjaban szereplé hatarérték kiszamitasat. Amikor
egy figgvényt derivalunk, akkor mindig az el6bb emlitett szamitasi modszerre
gondolunk.

Az els6 szabaly lényegében azt mondja ki, hogy a szorzé konstansokat ki tudjuk
emelni a derivalasbol.

2. Tétel. Legyen |a,b[ egy nyilt intervallum, f: ]a,b[— R, ¢ € R egy kons-
tans és x €|a,b. Ha az f figgvény differencidlhatd az x pontban, akkor a
cf fiigguény is differencidlhato az x pontban és

(cf)(z) = cf'(x).

Bizonyitdas. A differencidlhdanyados fogalma alapjan

cf(@+h) —cf(x)

(cf) (@) = Jim ; -
=lime- fz+h) — J(x) =
h—0 h
= clim flz+h) - f(@) —
h—0 h

amibdl rogton kovetkezik az igazolandé allités.

Az el6z6 tétel szerint
(523) =5 322 = 1522,
(2sinz)’ = 2cos x,

3
Inz) = °
(3lnx) e

stb. Tovabba altaldnosithatjuk vele a logaritmus derivaltjat tetszoleges alapu lo-
garitmus esetén.
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4. Feladat. Legyen a > 0 és a # 1. Igazoljuk, hogy

r_
zlna

(log, z)

Megoldds: A logaritmus tulajdonsagaibdl kévetkezik, hogy

1 Inz
0g, T = —,
Ba Ina
ahol Ina egy konstans, hiszen nem szerepel benne az x valtozo. Ezért a

2. Tétel szerint a konstanst ki tudjuk emelni a derivalasbol

!/
1
(log, ) = (hm> _ i-(lnx)/: ILE =

Ina Ina na

1

zlna

A kovetkezd szabdly azt biztositja, hogy tagokbdl all6 fliggvényeket tagonként
derivalhatjuk.

3. Tétel. Legyen |a,b| egy nyilt intervallum, f, g: ]a,b[— R és x €la,b|.
Ha az f és g figgvények differencidlhatok az x pontban, akkor az f + g
figgvény is differencidlhaté az x pontban és

(f +9)(x) = f'(z) + g'(2).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy (f + g)(z) = f(x) 4+ ¢g(z) minden = €]a, b] esetén.
A differencidlhanyados fogalma alapjan

—0 h
i F@ ) g@ ) = (f(2) + 9(@)
h—0 h
_ iy T@ ) — f@) + 9@+ h) —g(z) _
h—0 h
. fle+h)—fx) . gle+h)—g(z)
= Hog h i 3 =
= f'(z) +¢'(z),

hiszen két fiiggvény 6sszegének pontbeli hatarértéke az egyes fliggvények pont-
beli hatarértékének Gsszegével egyenld, ha ezek a hatarértékek 1éteznek. Ezzel
a tétel allitasat igazoltuk.
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A fenti szabalyok alkalmazéasdval konnyen megoldhaté a kévetkezd feladat. Deri-
valjuk az

f(z) =52+ 2Inz — 3sinz +x — 4
fliggvényt! Vegyiik észre, hogy a fenti fiiggvény tagokbdl 4ll, és minden tag olyan
fliggvény konstansszorosa, amelynek mar tudjuk a derivaltjat. Ezért

f'(z) = (52 + 2Inz) + (=3sinz)’ + (z) + (—4)' =

1
:5-4x3+2‘5—3cosx+1+0:

2
= 2023 + = — 3cosx + 1.
x
Szorzd tényezOk esetén nem igaz, hogy az eredmény a tényezok derivaltjanak szor-

zata. A szabdly az, hogy egy szorzat derivaltja az az Osszeg, amelynek tagjai az
egyik tényezd derivaltja megszorozva a maésik tényezével és forditva.

4. Tétel. Legyen ]a,b| egy nyilt intervallum, f, g: la,b|— R ésx €la,b]. Ha
az | és g fligguények differencidlhatok az x pontban, akkor az fg fiigguény
is differencidlhato az x pontban €s

(f9)' (@) = f'(x)g(z) + f(2)g (x).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy (fg)(z) = f(z)g(z) minden x €]a,b[ esetén. A
differencidlhdnyados fogalma alapjan

(fo)' () = lim SO+ = (Fo)(@) _

h—0 h

o S byl ) = fge)

T R0 h N

g J@ Wyt b) — f(@)gla +h) + f@)gla+h) — f@)g(e) _
h—0 h

o F@ ) = f@)gla+h) + f@)(g(o 4+ h) — g(@) _
h—0 h

- Jim flx+ h}z —f@) lim g(z + h) + £ () Jim gle+h) —gx) _

= f'(@)g(x) + f(2)g ().

A fenti szamitdsokban alkalmaztuk a miveletek és a hatarérték felcserélhe-
t6ségérol szold tételt, illetve azt a tényt, hogy a g fliggvény folytonos az x
pontban, mert ott differencidlhato, és igy

li — .
hlgg)g(wrh) 9(x)

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Lassunk egy példat! Derivaljuk az
f(x) = (62° + x + *)sinx

fliggvényt! Vegyiik észre, hogy a fenti figgvény két fliggvény szorzatabol all! Ezért
a fliggvények szorzatara vonatkozd derivalasi szabalyt alkalmazzuk.

f(x) = (62° + z + ) sinz + (62° + = + *)(sinz)".

Fzzel sikertlt a feladatot két egyszeriibb feladatra visszavezetni. Kiilon-kiilén meg-
oldjuk Oket és behelyettesitjiik az eredményeket a fenti képletbe. Mivel

(625 + x + ) = 302" + 1 és (sinz) = cosz,
igy behelyettesités utdn a feladat megoldasa
f'(z) = (302* 4+ 1) sinz + (62° + 2 + €*) cos .

Szeretnénk megjegyezni, hogy az e? kifejezést konstansnak kell tekinteni, mert nem
tartalmaz x valtozot, ezért derivaltja 0.

Hanyados derivaltja a szamlalé derivaltja megszorozva a nevezdvel minusz a ne-
vez6 derivaltja megszorozva a szamlaloval, ezt a kiilonbséget elosztjuk a nevezo
négyzetével.

4 )
5. Tétel. Legyen |a,b| egy nyilt intervallum, f, g:]a,b[— R és x €|a,b|.

Ha az f és g figguények differencidlhatok az x pontban és g(x) # 0, akkor
az *5 figguény is differencidlhato az x pontban és

<[>’ () f(@)g(z) — f(2)g'(z)

\ i J

Bizonyitds. Tudjuk, hogy (g) (x) = % minden z €la,b] esetén. A diffe-

rencidlhanyados fogalma alapjan

' Y@t n) — (£) (z
(Y -y 0=

g h—0 h
f+h) _ f(z)
— lim 2&th) 9@
h—0 h
o Fe ot hg() — f@)gte )
h—0 hg(x + h)g(z)
_ i L@ R)g(@) = f@)g(z) + f2)g(@) = f(z)g(x +h) _
h—0 hg(z + h)g(x)
(et f@)e) ~ f@)(ge+h) — (@) _
h—0 hg(x + h)g(x)
U Fleth) = f@) g h) — o))
" g(x) }lll—)rﬂo g(z+h) (%li% 9(x) = 1 )ilz—>0 h >_
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A fenti szamitdsokban alkalmaztuk a miveletek és a hatarérték felcserélhe-
t6ségérol szold tételt, illetve azt a tényt, hogy a g fiiggvény folytonos az x
pontban, mert ott differencialhato, és igy

li = g(x).
hlgg)g(ﬂh) 9(x)

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Lassunk egy példat az el6bbi hanyadosra vonatkozd szabaly alkalmazasara! Deri-
valjuk az
3
x> +3xr+1
f(x) - lnﬂ?
fuggvényt! Vegyiik észre, hogy a fenti fliggvény két fuggvény hényadosabdl alll
Ezért az elobbi szabdly alapjan

(23 + 32+ 1) Inz — (2 + 3z + 1)(Inx)’

In?z

() =

Most is sikeriilt a feladatot két egyszeriibb feladatra visszavezetni. Itt is kiilon-
kiilon megoldjuk 6ket és behelyettesitjiik az eredményeket a fenti képletbe. Mivel

1
(2° +3z+1) =322 +3 és (Inz) = —,
x

igy behelyettesités utan a feladat megoldasa

(32 +3)Inz — (2% + 3z + 1)1
In? .

() =

A fenti eredményen nem sziikséges tovabb alakitani, igy ezt tekinthetjilkk végered-
ménynek.

Proébaljuk meg derivalni a
2

h(z) =sinx
fiiggvényt! A fiiggvényben szerepld kifejezés nem a szinusz és az x? fiiggvény
szorzata, hiszen akkor (sin z)x? vagy 22 sin z médon frndnk. Zaréjelek segitségével
a fliggvény

h(z) = sin(z?)

moédon irhaté. Ebbol kdnnyebben lehet latni, hogy h egy Osszetett fiiggvény, azaz
felirhat6

h(x) = f(g(z))
formaban, ahol f(z) = sinx a kiilsé és g(x) = 22 a belsé fiiggvény.

Az Osszetett fliggvényekre egy kiilon szabalyt fogunk megadni, amivel mar meg-
oldhato az el6z6 példa.
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4 )
6. Tétel. Legyen |a,b[ és|c, d[ két nyilt intervallum, valamint f: |c,d[— R,

g: Ja,b[— R és x €]a,b[ olyan pont, hogy y := g(x) eleme a |c,d[ interval-
lumnak. Ha a g fiiggvény az x helyen differencidlhato és az f fiigguvény az
y helyen differencidlhatd, akkor az (f o g)(x) := f(g(x)) dsszetett figgvény
az x helyen is differencidlhato és

(fog)(z) = f'(9(x))g (x).

\ J

Bizonyitds. Az y:= g(z) jelolés mellett legyen

f) - fy)
Ft):={ t-y ha t €]c,d[, de t #y,
f'(y) ha t = y.

Mivel f differencidlhaté az y helyen, igy
L S~ ()

fim —=— = f'(y),

ami azt jelenti, hogy az F fiiggvény folytonos az y helyen.
Legyen h olyan kicsi szam, hogy

x + h €la,b] és g(x + h) €c,d]

egyszerre teljesiiljon. Ez azért lehetséges, mert a g fliggvény folytonos az x
pontban, hiszen ott differencialhaté. Jelolje s := g(x + h) — g(z). Az el6z6
jelolések mellet

flglz+h) — flg(x)  fly+s)—fy)

h h ’

azonban

fly+s)—f(y)
h

S

=F(y+s)y

Ez utébbi rogton kovetkezik az F fliggvény értelmezésébdl, ha s # 0, illetve
mindkét oldala nulla, ha s = 0. Tovabbé az s értelmezése miatt

x+h)—g(x)
- .

s 9(
Fy+s)y = Flg(z +h)
Mivel az F fiiggvény folytonos az y = g(z) helyen, ezért alkalmazhat6 az
Osszetett fliggvény pontbeli hatarértékére vonatkozé tétel (lasd a ,,Folytonos
fiiggvények” cimii tananyag 25. Tételét). Igy

lim F(g(xz + h)) = Fg(x)) = F(y) = f'(y) = f'(9(=))-


http://bit.ly/toledo-tananyag-folytonos_fv
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Ezért

(fog)(@) = lim flglo + h>}>L — flg(z)) _

= Jim Fg(a + ) 28T 29

. . g(x+h)—g()
= lim F(g(z + h)) lim =

= f(g(x))g ().

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az Gsszetett fiiggvényre vonatkozé szabaly azt mondja ki, hogy egy Osszetett fiigg-
vény derivaltjahoz el6szor a kiilso fiiggvényt derivaljuk, mikézben belseje érintetlen
marad. Ezt utdna még megszorozzuk a belsé fliggvény derivaltjaval.

A
h(z) = sin(z?)

fiiggvény derivalasdhoz észre kell venni, hogy a kiils6 fiiggvény f(x) = sinx és a
belsé fiiggvény g(z) = 22. Mivel f'(x) = cosx és ¢'(x) = 2z, gy

W (@) = f'(g(x))g (x) = cos(a?)2z.
Teljesen més eredményre jutunk, ha a
h(z) = sin’® x

fliggvényt derivaljuk. Nézziik figyelmesen a fliggvény megadédsat! Itt a négyzetre
emelés a teljes szinusz fiiggvényre vonatkozik, azaz h(z) = (sinx)?. Ezért a kiilsé
fiiggvény f(z) = 22 és a belsd fiiggvény g(x) = sinz, és ez az el6z8 feladatban
forditva szerepelt. Mivel f'(z) = 2x és ¢'(x) = cosz, igy

b (z) = f'(g(x))g' (x) = 2sinz cos z.

Hasonlé moédon lehet a
h(z) = (2 + 2z)1°

fiiggvényt derivalni. Ebben az esetben a kiils6 fiiggvény f(z) = 2'°, melynek

derivaltja f'(z) = 102°. A belsd fiiggvény g(z) = 23 + 2z, melynek derivaltja
g (z) = 32% + 2. Ezért

W(x) = f'(g(2))g (z) = 10(2” + 22)° (32% + 2).

Az el6zbekben lattuk, hogy a derivalasi szabdlyok mennyire megkénnyitik a szdmi-
tasokat, ha ismerjik a képletben szerepl6 fliggvények derivaltjat. Ezért amennyire
lehetséges a definicié helyett a derivalasi szabalyokkal oldjuk meg a feladatokat.
Erre j6 példa a kovetkezo feladat, amivel tovabb bovitjik az ismert elemi fiiggvé-
nyek derivaltjainak sorat.
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5. Feladat. Igazoljuk a kovetkezd fligguények derivdltjainak eredményét!

a) Ha f(x) = cosu, akkor f'(z) = —sinx,

b) Ha f(z)=tgx, akkor f(z) = Co;x’

¢) Ha f(z)=ctgx, akkor f(z) = _sian:E'
Megolddas:

(a) | f(x) = cosx

Az ismert

. m , . m
COS T = SsIn 5—23 es SN = COS 5—(13

Osszefliggésekbdl kovetkezik az Osszetett fliggvényre vonatkozé derivalasi
szabdly alkalmazdasaval, tudniillik

= (1) = (5-2)- (5 -

= cos (72r - 9:) -(—=1) = —sinxz.

(b) | f(x) =tgx

Alkalmazhatjuk a hanyadosra vonatkozé derivalasi szabalyt, hiszen

sinaz)’ (sinx) cosx — sin z(cosx)’

tgx) =
(tg) (cosa: cos? x

cosxcosw —sinz(—sinz)  cos?z +sin®x 1

cos? x cos? x cos?zx’

(¢) | f(z) = ctg

A tangens fliggvényhez hasonléan:

sin? z

cos:c)’ (cosz) sinx — cos z(sinx)’
sinz

(etga) = (

—sinx sinz — cos x(cos x) cos? x + sin? x 1

sin? sin? 2

x sin?x’
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Az Gsszetett fliggvény derivalasi szabalyanak alkalmazasakor a kiilsé fiiggvény de-
rivalasaval kezdiink, a belsd fiiggvénnyel késébb foglalkozunk. A kiilsé fiiggvény
csak azok kozil a fuggvények koziil keriilhet ki, amelyeket mar tudunk derivalni.
A szabaly alkalmazdsat segiti, ha megnézziik milyen alakokat kapunk kiilonb6zo
kiils6 fuggvények esetén.

Példdul a (cosz) = —sinz elemi fiiggvény derivaltjabdl a

(cos(C_) = —sin D (L)

alakot kapunk. A I:] dobozba barmilyen fliggvényt rakhatunk. Példaul

(COS()), = —sin() ()l = —sin(lnx)%.

Hasalbéan jarhatunk el mas elemi fiiggvények esetén.

@Y =na = (C37) =n ()

mef =z = ()=

1

zlna

(log, z)" =

(sinz) = cosx = (Sin(l:m, =cos(___]) (I:D

(tg 33)/ - COS12 X - <tg(|:])), B COSZ(I:])

. -y
- = (ctg<E>)=sm(2(E))

Vegyiik észre, hogy tgy kaptuk meg a fenti alakokat, hogy az elemi fiiggvények
derivaltjaba dobozt helyeziink az x helyett és megszorozzuk ennek derivaltjaval.

1
2

tgx) = —
(C gx) sin

Az Osszetett fliggvényekre vonatkozo szabdly tobbszintli Osszetettség esetén is al-
kalmazhaté. Példaul az
f(x) = tg’(2® + )

fliggvény Osszetett, és kiilsé fliggvénye a kobre emelés. Ezért a derivalast azzal
kezdjik
(@) = 3tg”(a? + 2) (tg(2® + )"

A tg(2? + x) fiiggvény szintén Ssszetett, kiilsd fiiggvénye a tangens, {gy

1
cos?(z? + x)

1

2 /
o) =
(2" + ) cos?(z? + x)

(te(a® + ) = 2z +1).
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Osszefoglalva

f'(z) = 3tg? (2% + z) (2z +1).

cos?(x? + x)
A kulsé fluggvénytél ,,befelé” haladva derivalunk. A kiilsé fiiggvényt derivaljuk,
és ebbe a bels6 fliggvényt behelyettesitjik, majd megszorozzuk a belsé fliggvény
derivaltjaval, ami tijabb Osszetett fiiggvény lehet, igy az eljarast vele is megismé-
teljiik. Eléfordul tehat, hogy az eljarast tobbszor meg kell ismételni, amig eljutunk
egy nem Osszetett belso fliggvényig. Menet kdzben a mar derivalt részekkel lancot
alkotunk egymas utan megszorozva 6ket. Ezért ezt a szabalyt lancszabalynak is
nevezik.
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5. Inverzfiiggvények differencialasa

A kovetkezd szabdllyal meghatdrozhatjuk egy fliggvény inverzének derivaltjat az
eredeti fiiggvény derivaltjanak segitségével.

4 N\
7. Tétel. Legyen |a,b[ egy nyilt intervallum, f: |a,b[— R egy folytonos szi-

gorian monoton fligguény, tovibbd x €la,b[. Ha az f figgvény az x helyen
differencidlhaté, valamint f'(x) # 0, akkor az f=1 fiigguény differencidlhaté
az y = f(x) helyen és

il _ 1 _ 1
U =7 = 7

. J

Bizonyitds. Tudjuk, hogy minden intervallumon értelmezett szigorian mo-
noton fiiggvény invertalhaté és inverze folytonos fiiggvény (lasd a ,,Folytonos
fliggvények” cimi tananyag 7. Tételét). Ezért a tétel feltételeit teljesito fiigg-
vény inverze létezik és folytonos az y pontban.

Az inverz fliggvény értelmezési tartomanya egy olyan nyilt intervallum, amely-
nek y az egyik bels6 pontja. Legyen h olyan kicsi szam, hogy az inverz fiigg-
vény is értelmezhetd legyen az y + h helyen. Jelolje

si=f"y+h) - ().

Mivel z = f~(y), fgy s = fY(y + h) —z,azaz h = f(z +s) — f(z). Az f~!
figgvény folytonos az y pontban, ezért s — 0, ha h — 0. Ezzel

Y () = lim TR =17 @) _

h—0 h

= lim 5 =
s—=0 f(z+s) — f(x)

_ 1 _ 1

T @) @) )
s—0 S

hiszen f’(x) # 0. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

A kapott eredmény nem meglepd, hiszen tudjuk, hogy f(f~!(y
mindkét oldal derivalasabol (y a valtozo) igaz, hogy (f(f~'(y))
az Osszetett fliggvényre vonatkozo derivalasi szabaly szerint

FUETNE ) =1

teljesiil, amibdl az igazolt inverz fiiggvény derivalasi szabalya adodik.

)) =y, és gy
) = 1. Ekkor


http://bit.ly/toledo-tananyag-folytonos_fv
http://bit.ly/toledo-tananyag-folytonos_fv
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Nézziik, hogyan alkalmazhatjuk az el6z6 tételt a gyakorlatban. Hatirozzuk meg
az f(x) = /x fliggvény derivaltjat x > 0 esetén! Tudjuk, hogy inverze a pozitiv
szamokon értelmezett 2 fiiggvény. Az

y=fl@)=2> & a=f"y) =y

jelolés mellett alkalmazhatjuk az inverz fliggvény derivaltjara vonatkozo szabalyt,
ahol z,y > 0. Igy
1 1 11
- f@) @) 2 2y

Ezért az f(x) = \/z fuggvény derivaltja az f(x) = ﬁ fiiggvény.

A kovetkez6 eredménynek nagyon nagy jelentésége van a matematikai analizisben
és alkalmazasi teriileteiben.

6. Feladat. Igazoljuk, hogy
(e¥) =e”.

Megoldds: Tudjuk, hogy az exponencialis fiiggvény a logaritmus fliggvény
inverze. Az
y=f(z)=Inzx és z=f1y) =¢¥

jelolés mellett alkalmazhatjuk az inverz figgvény derivaltjara vonatkozo sza-
balyt, ahol x > 0 és y € R. Igy

() =(f")'(y) = =

:x:ey7

%
—~
8
N~—
8= =

hiszen f'(z) = (Inx) = %

Ha az exponencialis fliggvény kitevOjében egy tetszdleges fiiggvény szerepel, akkor
olyan osszetett fiiggvénnyel allunk szemben, melynek kiilsé fiiggvénye az e*. Ez a
kovetkezo alakot veszi fel

/

/
(") =¢e" = (e‘ ‘) —d | (I:]) :
Léassunk egy példat! Derivdljuk az f(z) = et 3z fuggvényt! A fentiek szerint

(e)/ = e ()/ = ex2_3m(21‘ —3)

azaz a valtozatlan exponencialis kifejezést megszorozzuk a kitevé derivaltjaval.

)

Ha az exponencidlis fiiggvény alapja nem az e szam, akkor a kévetkez6 modon
derivalunk:
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7. Feladat. Legyen a > 0 és a # 1. Igazoljuk, hogy

(a®) =a*Ina.

Megoldds: Mivel az e® és az In z figgvények egymads inverzei, igy
a®*=e — ePlna (x € R).
In a egy konstans, ezért az Gsszetett fiiggvény derivalasa alapjan

(a:z:)/ _ (ea:lna)/ _ eazlna(xlna)/ _ exlnalna = ad®lna.

Ha az f(z) = a” egy Osszetett fliggvény kiils6 fiiggvénye, akkor az

(a®) =a"lna = (a‘ ‘)/ = a‘ ‘lna (I:D/

Lassunk egy példat! Derivaljuk az f(x) = 25"% fiiggvényt! A fentiek szerint

(2)' _olsinz]y, 9 ([sinz]) =2 In2cosa.

A 7. Feladatban az figgvény f(x) = a® derivildsat nem az inverz fiiggvény deri-
valasi szabalya szerint szamitottuk ki, hanem az

zY = e¥Ine (x>0, yeR)

azonossagot alkalmaztuk, hogy olyan Osszetett fiiggvényé alakitsuk, amelynek kiil-
s6 fliggvénye az e*. Habar erre a mdédszerre t6bb figyelmet szenteliink egy kés6bbi
részben, egy alaperedményt tudunk vele igazolni, amit most szeretnénk bemutatni.

8. Feladat. Legyen a egy tetszéleges valos szam és x > 0. Igazoljuk, hogy
(%) = az* L.
Megoldds: Mivel az e® és az In x fiiggvények egymads inverzei, igy

8 = e — ealnx'



5. Inverzfiiggvények differencialasa 30

A fenti eredményt mar ismertiik pozitiv egész o szdmok esetén, hiszen ezt igazoltuk

a 3. Feladatban. Ekkor minden = valds szamra igaz az allitds, de ez nem minden

« esetén mondhato el. Példaul a = % esetén

/ 1y I 1 1
= 2 = — 2 — -
ami csak z > 0 esetén értelmezheté. Mas a helyzet & = —1 esetén, hiszen az
1y 1y/ 2 1
— = - = —1 T = -
(3) = ==

a negativ szdmokon is értelmezhetd lenne. Ez igaz is, mert ha « olyan szam, ahol
x® értelmezhetd = < 0 esetén, akkor

% = (=1)%(==z)"
osszetett fuggvényként derivalva (g(z) = —x a belsé fiiggvénye)

(%) = (=1)%(—2)* }(~1) = az®" L.

Térjink vissza az inverz fliggvények derivaltjahoz. H&tra vannak még a trigono-
metrikus fliggvények inverzei, az un. arkusz fiiggvények. Derivaltjukat az inverz
fliggvényre vonatkoz6 derivaldsi szaballyal tudjuk kiszamitani.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy
1 1

_— b arccos ) = ————,
it ) (arceosa)' = —Tp—0
1
1+ 22

a) (arcsinz) =

c) (arctgz) = d) (arcctgz) =

1+ 22’
Megoldds:

—_ — A — fr—-1 — : s s
(a) Legyen y = f(z) = sinz és x = f~'(y) = arcsiny, ahol -5 <z < 7.
Ekkor

(arcsiny)’ = (f Y (y) = = -
Mivel ha = €] — §, 5[, akkor cosz > 0, igy

2r=1 — cosx = V1 —sin?z.

cos® x + sin

Ezért

1 1 1
cosz  1—sin2z 1—y?

(arcsiny)’ =

hiszen az alkalmazott jelolés szerint y? = sin® z.
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(b)

A feladat az el6z6h6z hasonléan megoldhaté az inverz fiiggvények deriva-
lasi szabalyaval, de rogton kovetkezik az

T .
arccosx = 5~ arcsinx

azonossagbol az el6z6 pontban igazolt arkusz szinusz fuggvény derivaltja
segitségével. Az azonossig azért igaz, mert ha y = arccosx, azaz

. (T
x:cosy:sm(Q—y),

akkor
. m T .
arcsinz = 5 —y = y =5 —arcsinz.
Legyen y = f(z) = tgz és v = f~!(y) = arctgy, ahol —% < z < J.
Ekkor

1 1 1
(arctgy) = (f 1) (y) = = == cos® .
flx)  (tgz) o2z
Mivel
9 sin?r 1 —cos’x 1
te2a = = = ~1,
cos? z cos? z cos? x
igy
2 o 1
cos”“ z = 5
1+tgex
Ezért
) 1 1

t /: = =
(arctgy)’ = cos” x T Twels 114

hiszen az alkalmazott jelélés szerint y? = tg? x.

A feladat az el6z6ekhez hasonléan megoldhaté az inverz fiiggvények de-
rivalasi szabalyaval, de rogton kovetkezik az

T
arcctgx = 5~ arctgx

azonossagbol az el6z6 pontban igazolt arkusz tangens fiiggvény derivaltja
segitségével. Az azonossig azért igaz, mert ha y = arcctg x, azaz

cosy sin(§ —y) (77 )
r=ctgy=—>= =tg{5—-Y),
siny  cos (§ —y) 2

akkor
m s
arctgxzi—y = y:§—arctga§.
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6. Megoldott vegyes feladatok

Ebben a részben a derivalast fogjuk begyakorolni. Osszefoglalasként soroljuk fel az
eddig tanult elemi fliiggvények derivaltjait, és ezutan oldjunk meg néhany feladatot!

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

f(z) =,
fz) = z*,
fz) =€,
f(z) =a”,
f@) = Inz,
f(z) = log, ,
f(z) =sinz,

f(x) = cosx,

f(z) =tgu,

f(z) = ctg,

f(x) = arcsinz,

f(z) = arccos z,

f(x) = arctg z,

f(x) = arcctg x,

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

akkor

f'(z) =0 (c4llando);

f(x)=02"" (e €R);

fl(z) =e",
f'(z) =a*Ina,
, 1
fix) = 7
, 1
fla) = xlna’

f(z) = —sinwx,

, 1
fz) = cos?x’

, 1
fz) = sin?z’

, 1
e

, 1
To=—r=

1

@) = 1
fla)= -1
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10. Feladat. Adja meg a kévetkezd fiigguények derivaltjdt!

a) f(z) =528 +323 +z -1, b) f(x):m,

o) f(@) :510g3x—%+arccoso, d) f(z) = 29U4—i—\/3:%2—1
&) f(z) = (x2—|—$12> Inz, f) f@) = (Va2 + &),
9) flo) =20, M 1@) = et
i) f@) = o+, P 5@ = =,

B fa@) =t (7). D flz) =g (2+ ).

_ 2% 4+ sin2x + 1

_ni'earctm n T
0) (z) = y/sin(a?er+1), p) fa) =Int SR EE

Megoldds: A derivalasi szabéalyokat alkalmazzuk a feladatban szerepl6 fiigg-
vények derivaltjanak meghatarozdsakor. Minden lépés el6tt el kell donteni
melyik szabalyt kell alkalmazni, és vele részfeladatokra bontani a feladatot
addig, amig elemi fiiggvényekhez nem jutunk.

(a) | f(x) =52® + 323+ 2 -1

Derivaljuk tagonként a fiiggvényt! Az eredmény

f'(z) = 402" + 922 + 1.

() | 1) = 557

Alakitsuk at a fiiggvényt x® alakra!

f@)=— =

L 1
x3xr2  x

=X

NI~

z
2

Ez mér kiszamithaté az () = az®~! Ssszefiiggéssel



6. Megoldott vegyes feladatok

34

(¢) | f(z) =5loggx — % + arccos 0

Derivaljuk tagonként a fliggvényt! Az eredmény

5,8
zln3 22’

fi(a) =

hiszen arccos 0 egy konstans, derivaltja 0.

224 4+ 22 — 1
d =
@ [ @)= =2
Atalakitdssal
20t + 22 — 1 24 x? 1 3 1
)= ——o— = 4+ — — — =222 + 2 —x 2.
o A
Ekkor
3 1
fl(z) = w3 + 595% 5:1;*%

Fz a derivalt a hanyadosra vonatkozé szaballyal is kiszamithato.

(©) | f(z) = <x2 + 3512) nz

A szorzasra vonatkozo6 szabaly alapjan
! 1
f(z) = (mQ + x_z) Inz+ (x2 + x2> (Inz) =

= (23: - 235’3) Inx + (x2 + ) é

(f) [ f(2) = e"(Va? + )

A szorzasra vonatkozo6 szabaly alapjan

F(@) = (7 (Va2 + ) + e"(x5 + %) = (Va2 + €2) + exgaf%.
2T 4+ 1
@) | r) =2

A héanyadosra vonatkozé szabdly alapjan

;o (2% 4+ 1)sinz — (24 1)(sinz)’  2*(In2)sinz — (2% + 1) cosx
f (.7)) - 2 - 2 .

sin“ x sin

X
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arctgx

(b) | f(z) =

 logy x + 22

A héanyadosra vonatkozo6 szabaly alapjan

fl(.%') _ (arctg ﬂ?)/(logz x + [,U2) — arctg l‘(logQ T+ 1’2)/ _
(logy 4 22)?

1 1
B m(logQ r+2?%) — arctgx <x1r12 + 2:15)

(logy © + 22)?

@) [ f(=) = (a+3)"

Az bsszetett fliggvényre vonatkozé szabaly alapjan

/ _ I __ 1
fl(2) =11(Vz +3)° (Vo +3) = 11(Vz + 3)1(’%.
0) | £) = =
Atalakitdssal
Fla) = gy = e
(&

Ekkor az Osszetett fliggvényre vonatkoz6 szabaly alapjan

2

fl(x) =" (z— a:Z)’ = e‘”fzz(l — 2x).

(9 | fla) =t (27

z+1

Az Osszetett fliggvényre vonatkozé szabaly alapjan

F@=or (57) =

z+1

z+1 (z—l)’(x+1)—($—1)(1}+1)/_
r—1 (x+1)? N

z+1 1-(z+1)—(x—1)-1
r—1 (x4 1)2

Atalakitis utdn az eredmény:

Lo w1l 22
f(x)_:n—l (x+1)2 221
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W) | £() =t (24 5

Az bsszetett fliggvényre vonatkozd szabaly alapjan

fl(x) = (11) (2 +$_4)/ =

(m) | f(x) = - et

A szorzasra vonatkozo szabaly alapjan

1\’ 1
f(x) = (111) 8T 4 In — (eamgx)/.

T T

Az Osszetett fliggvényre vonatkozo szabaly szerint

(o2 -1 +(-5) -

és
arctg x ! arctgx / arctg x 1
e =e (arctgx) =e

A végeredmény

1 1 1
/ t ¢
fi(z) = ——xem €T + In - (earc g:vil 932) .

2% +sin2x +1

() | flo) = =

A héanyadosra vonatkozé szabdly alapjan

fi(z) =

1422

(2% +sin2z + 1)Va?+1— (2 +sin2z + 1) (Va2 + 1)

2 +1
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Az Osszetett fliggvényre vonatkozé szabaly szerint
(2% +sin2z + 1) =27 In2 + (cos2z) - 2 = 2" In 2 + 2 cos 2z
és

1 T
Vaz+1l) = ——— 2= ——,
( ) 2vVx? +1 vVaz+1

A végeredmény

(2In2 + 2cos2z)Va? +1— (2* +sin2z + 1) ——

! _ V41
fz) = x2+1 ’
(0) [ £(z) = ysin@ZerTT)
A lancszabaly alkalmazasaval
F(2) = — e (sin(a%e" ) =
2y/sin(z?e?*1)
_ 1 2 x+1 2 x+1\/ __
= WCOS(CE e )(.’E e ) =
1

2 x+1 r+1 2 xz+1
= ————cos(z’e 2we”™ e ).
2y/sin(z2ert1) ( I )

(0) | () =mnt [ TRTET

A lancszabaly alkalmazasaval

/
sinxz + x sinz 4+ x
f’(m):4ln3 — | Iny ——— | =
CoST — I coST — X
/
A1n® sinx + 1 sinz +
= n . =
cCoST — X /sin x+x cosST —x
COST—I
e sinx + x 1 1 sinx +z\’
= n . . —
cCoOsST — X sin x+x 9 sinz+x \ COSX — I
COST—X CoOsST—x

sinx + x 1 sinz 4+ x\’
:21n3 . T ¥ . .
cosx —x ToEEE \COST — X
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A hanyadosra vonatkozd szabaly alapjan

(sina: +ac)’ _ (sinz +x)(cosz — x) — (sinz + x)(cosz — x)’
cosx—x/) (cosx — x)?
_ (cosz +1)(cosz — )+ (sinw + z)(sinz + 1)

B (cosx — x)?

A végeredmény egyszerisités utan

i 1
f’(m):2ln3 /sma:—i—:c_ . .
cosr —x Sinz+x

(cosxz + 1)(cosx — x) + (sinx + z)(sinzx + 1)
CoST — ‘

11. Feladat. Adja meg a kivetkezd fiigguény derivaltjdat!

F(a) = sin? [ Z1o8x @ T arcte(na®) ) ()4
v+ +1

Megoldds: A feladat jol mutatja azt, hogy ha tiirelmesen és korultekintéen
dolgozunk, akkor képesek lesziink kiszamitani akarmilyen hosszt és bonyolult
képlettel megadott fiiggvény derivaltjat. A lényeg az, hogy a feladatot a deri-
valasi szabalyokkal részfeladatokra bontjuk, és ezeket tovabbi részfeladatokra,
ha sziikséges. A végeredmény

rlog, x + arctg(ln 22) ) (ac log,. = + arctg(In z:2) )
cos :

"(z) = 2sin
J@) Vaz+z+1 Va2 +x+1
‘ [(logﬂ:z:+:c~xltﬂ+l-xlg-2x) Val+z+1

1+1n2 z2
22 4+x+1

(xlog, x + arctg(ln x%)ﬁ (2 +1)

24+x+1
) rlog, x + arctg(lnz?)\ (&)+1 1 4
+ sin? T e®\es) T ———— . (=3z7).
( Vil o (3)
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7. Logaritmikus derivalas

Ha olyan 6sszetett fliggvényt derivalunk, amelynek kiils6 fliggvénye egy hatvany-
fliggvény, azaz ha a kifejezés kitevGjében szam szerepel, akkor ezt Ggy szamitjuk
ki, hogy a kitevé lekeriil szorzdként az egész kifejezés elé, eggyel csokkentetjilk a
kitevot és az egészet megszorozzuk az alapban 1év6 fiiggvény derivaltjaval. Példaul,

((o2)) oen (e 2) o 2) (-2)

Ha a kiils6 fiiggvény exponencidlis, azaz az alap egy szam és a kitevében egy
fliggvény &ll, akkor gy derivalunk, hogy ugyanazt leirjuk, és megszorozzuk az
alapban levo szam természetes alapi logaritmusédval, valamint a kitevoben 1évo
fliggvény derivaltjaval. Példaul

1\/ 1
(9x+%)':9$+%1n9 c+=) =9 imo(1— = ).
x x2

A kérdés az, hogy hogyan lehet derivalni, ha az alap és a kitevd is fliggvény, azaz
mindketto fligg az x valtozdtol. Példaul, derivaljuk az

2

f(z) = (:r—i—i)z (x >0).

fliggvényt! Alkalmazni fogjuk a 7. és 8. Feladat megoldasaban bemutatott méod-
szert, amely az
z¥ = evine (x>0, ye R)

azonossagon alapul. El6szor a fiiggvényt atalakitjuk a koévetkezd modon

2

o = (a+ 1) < enlort)” _ stmend)

Ezzel olyan 6sszetett fliggvényt kapunk, amelynek kiils6 fliggvénye az exponencialis
fliggvény, és igy mar ki tudjuk szamitani a derivaltjat

f(z) = e ntz) (ﬁ In (m + i)) _
_ (o) (2‘”ln<“i>+x2ﬁl$(1—;)> _
_ <x+i>x2 <2xln (x—l—i) +x2xi1 (1—;2» .

T

=

FEzt a modszert logaritmikus derivalasnak nevezziik.

A logaritmikus derivalashoz is alkothattunk volna egy kiilon derivalasi szabdlyt
az alap és a kitevOben szerepl6 fliggvények alapjan, de a bemutatott moédszert
kénnyebb megjegyezni, hiszen csak az alapveté derivalasi szabalyokat hasznélja
fel.
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12. Feladat. Adja meg a kévetkezd fiigguények derivaltjdt!
a) f(z) =2 (x> 0),

b) f(z) = (Inz)*t! (x >1).

Megoldds: A logaritmikus derivaldst alkalmazunk.

(a) Atalakitdssal

sin x

f(m) — xsinx — elnx — esinxlnr.
Igy
f/(ﬂl') _ esinmlnm(sinxlnx)l _

) ) 1
= ¢Sineinz (cosxlnm +sinz . — | =
x

. 1
= 57 (cosxlnx+s1nx R
x

(b) Atalakitdssal

f($) _ (ln x):erl — eln(ln:z:)“”""1 — e(m+1)ln(lnx).

f(z) = @D II2) (1 4 1) In(Inz)) =

_ e(z+1)ln(ln$) <1n(1n l‘) + (x + 1)i . 1)

Inz =z

= (Inz)**! (ln(ln””) +(e+ Ui ' 1) ‘

Inz =z
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8. Esetekbol all6 fiiggvények derivaltja

Ebben a részben olyan fiiggvények differencidlhatosigaval foglalkozunk, amelyek
kiilonb6z6 intervallumokon méas hozzarendelési szaballyal vannak értelmezve. Az
egyes hozzarendelési szabalyok gyakran differencidlhaté fiiggvényekbdl allnak, de
ebbol nem kovetkezik, hogy a teljes fiiggvény differencialhaté lesz.

Példaul az
2—x hax<0,
xr) =
1) {e‘x haz >0

fliggvényt a

b(x)=2—=x és jlx)=e"

differencialhaté fliggvényekbdl all 6ssze. Ebbél kovetkezik, hogy az f fliggvény
differencidlhaté minden x < 0 és = > 0 pontban, de az g = 0 dtmeneti pontban a
differencidlhatésagot kiilon kell vizsgdlni. Ez ebben az esetben nem teljesiil, mert
az f fliggvény nem folytonos az x¢o = 0 pontban, hiszen

lim f(z)= lim 2—2 =2 és lim f(z)= lim e™* =1,
z—0~ f( ) z—0~ z—0t f( ) z—07+

azaz a fiiggvény bal- és jobboldali hatarértéke nem egyezik meg az g = 0 pontban.

Hasonl6 a helyzet az

3z —2 haz<l,
€Tr) =
/(@) {x2 ha x >1

fliggvény esetében azzal a kiilonbséggel, hogy a figgvény differencialhaté minden
x < 1 és x > 1 pontban, folytonos az zo = 1 pontban, de ott mégsem differenci-
alhatd, hiszen a bal- és jobboldali differencialhdnyados nem egyezik meg ebben a
pontban. Valéban

. fA+h)—f1) . 31+h)—-2-1 3k
/=) h0- h hso- h hso- h 5
. 1+h)— f(1) . (1+h)?-1 h% + 2h
R L
= lim (h+2) = 2.
h—0t

Kérdés, hogy a derivalasi szabalyok alkalmazasaval tudnank-e egyszertibben meg-
vizsgalni a differencidlhatésagot ilyen esetekben. Ehhez el6szor vizsgaljuk meg
milyen tulajdonsdgokkal rendelkezzenek a b és j fiiggvények ahhoz, hogy az

b(z) hax < xp,
f(x) =1 o ha z = o,
j(x) haz>ux

fliggvény differencidlhaté legyen az xy atmeneti pontban!



8. Esetekbdl all6 fiiggvények derivaltja 42

Egy fliggvény csak akkor lehet differencialhaté egy pontban, ha ott folytonos is,
béar ez nem elegendé a differencidlhatésahoz. Ahhoz, hogy az f fiiggvény folyto-
nos legyen az xg pontban sziikséges és elegendo, hogy a pont bal- és jobboldali
hatarértékei megegyezzenek, és egyenlGek legyenek a fliggvény pontbeli értékével.
Tehét

lim f(z) = lim_f(z) = f(ao).

x—)xo I—)IO

Mivel a pont bal- és jobboldali kdrnyezetét kiilon-kiilon a b és a j fiiggvény haté-
rozza meg, igy

lim b(z) = lim j(x) = f(xo).

ToTy :c—m(')"
Ha folytonosan terjesztjiik ki a b és a j fiiggvényeket az xy pontra, azaz

b(xp) := lim b(x) és j(xo) := lim j(z),

x%zo 1’*)10

akkor azt kapjuk, hogy a

b(zo) = j(z0) = vo (1)
feltételnek teljesiilnie kell, hiszen yo = f(xo).

A differencidlhatésdghoz elegendd, hogy létezzenek az f fiiggvény bal- és jobboldali
differencidlhdnyadosai, és ezek megegyezzenek. (1) miatt f(z9) = b(xo) = j(zo),
tehat

fl(xo) = lim f(z) = Jlxo) = lim blz) = blao) =" (o),
T—x, T —Zo T—x T —Zo
Fotao) = lim, Il ;’;fx(’) = Jim, 1) :f") = J'.(x0),
és igy
b (w0) = ', (x0) (2)

A fentiek értelmében az f fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté az xzg = 0
atmeneti pontban, ha egyszerre teljesiil az (1) és a (2) feltétel.

Lassuk egy példat! Vizsgajuk meg, hogy hol differencidlhaté az

f(:n):{l_w ha x <0,

e * ha =z > 0.

fliggvény! Mivel a

T

bx)=1—=z és jlx)=e"

fliggvények differencialhatok a valds szamok halmazan, igy f differencidlhaté min-
den x < 0 és = > 0 pontban. Tehat csak az xg = 0 dtmeneti helyen kell vizsgalni.
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A b és j fuggvények folytonosak a valds szamok halmazén, igy a b(zg) és a j(zg)
értékeket behelyettesitéssel szamithatjuk ki

b0)=1-0=1 és j0)=e"=1.
Mivel f(0) =1, igy az (1) folytonossagi feltétel teljesiil. Tovabba
b(z) = -1 és j(x) = —e7"
a valds szamok halmazan. Ezért
) =) =—1 & 74(0)=(0) = — 0 =1,

azaz a (2) feltétel is teljestl. Az elébbiek alapjan kimondhatjuk, hogy az f fiigg-
vény az xo = 0 pontban is differencidlhaté, és f/(0) = —1.

13. Feladat. Allapitsa meg, hogy differencidlhatéak-e az aldbbi figguények a
megadott pontokban!

arctgx  ha x < 0,

xg =0,
¥4+x haxr>0 0

a) f(%’)Z{
=1 ha x <0,

b) f(x) =<V +1 haO<z<3, zo =0, 1 = 3.
In(z+1) haz>3

Megoldds: A mér bemutatott két 1épésbdl allé modszert fogjuk alkalmazni a
feladat megoldasiaban.

arctgx ha x <0,

(a) f(:r)Z{ 29 =0

2 +x hazx>0

Legyen
b(z) = arctgx és j(z) = 2% + 2.

Az (1) feltétel teljesiil, hiszen
f(0) =b(0) = arctg0 =0 és j(0)=03+0=0.

Masrészt 1
1 + 22

A (2) feltétel is teljesiil, hiszen

v (x) 6 j'(x) =322 + 1.

1 /

v (o):b’(o):m:1 és 74 (0)=4(0)=3-02+1=1.

Ezért az f fliggvény differencidlhat6 az xg = 0 pontban, és f/(0) = 1.
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r+1 ha x <0,
) |f(x)=¢vz+1 haO<z<3, 20 =0
In(z+1) haxz>3

Legyen

bx)=x+1 és  j(r)=Va+ 1L
Az (1) feltétel teljesiil, hiszen

FO)=b0)=0+1=1 & j0)=0+1=1.

Azonban a (2) feltétel nem teljesiil, hiszen

1
V)=1 ¢ (z) = ———
@=1 & @)=y
és igy
VO)=b0)=1 & F0)=5(0) = o —
B + 2/0+1 2

Ezért az f figgvény az xg = 0 pontban nem differencialhato.

x+1 ha z <0,
fx)={vVz+1 ha0<z<3, x1=3
In(z+1) haxz>3

Legyen
b(x) =vzr+1 és  j(z) =In(x +1).
A (1) feltétel nem teljesiil, hiszen

b3)=v3+1=2 6  j(3)=In@B+1)=1In4,

de In4 #£ 2. Ezért az f fliggvény az x1 = 3 pontban nem differencidlhaté.

14. Feladat. Megadhato-e olyan a és b paraméter, hogy differencidlhatéak
legyenek a kovetkezd fligguények?

2+b haz<l,
ha x > 1.

a
T

sinax +b haz <0,
b T) = -
) 1) {er—l—:E ha x > 0.
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Megolddas:

meg kell vizsgalni a differencialhatésagot.

(a)

224+b hax<l,
flx) = xg=1
() ha z > 1.

a
T

Legyen
b(x) = 2% +b és jlx) =

Az (1) feltétel akkor teljesiil, ha az aldbbi
b(1)=12+b=b+1 b  f(1)=4(1)

értékek egyenléek, azaz b+ 1 = a. Masrészt
b(z) =2z és j'(z) = —=.

Igy a (2) feltétel akkor teljesiil, ha az alabbi

, . a
V1)=2-1=2  és ]’(1):—ﬁ:—a
értékek egyenloek, azaz 2 = —a.
Ezért az f fiiggvény differencidlhaté, ha az
1+b=a
2=—a
egyenletrendszernek van megolddsa. A megoldas a = —2 és b = —3, ami
egyben a feladat megoldasa is.
sinaxr +b ha x <0,
zT) = - z9g=10
/(@) {e”‘“2+x ha = > 0, 0
Legyen ,
b(x) =sinax +b és  j(z)=¢€" +u.
Az (1) feltétel akkor teljesiil, ha az aldbbi
f(0) =b(0) =sin(a-0)+b=0b é  j(0)=

értékek egyenloek, azaz b = 1. Masrészt

A feladatban szerepld fiiggvények mindeniitt differencidlhaték a
paraméterek értékeitdl fliggetleniil, kivéve az atmeneti pontban, ahol kiilén

V(z) =acosax  és  j(z)=e" 2z + 1.



8. Esetekbdl all6 fiiggvények derivaltja

46

Igy a (2) feltétel akkor teljesiil, ha az alabbi
V(1) =acos(a-0)=a s (1) = P 40=1

értékek egyenléek, azaz a = 1. Ezért a feladat megolddsa a =1és b= 1.
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9. A differencidlhanyados fizikai jelentése

A differencidlhdnyadost azért vezettiik be, mert egy fontos geometriai jellegii fel-
adatot szerettiink volna megoldani, nevezetesen kiszamolni egy fiiggvény grafikon-
jdhoz egy adott pontban htizott érinté6 meredekségét. De ha csak a differencidlhé-

nyadost definidld
f/(:EO) — lim f(.ilf) - f(.%'(])

T—x0 T — X0

hatarértéket nézziik, akkor azt latjuk, hogy amennyiben a hatarérték létezik, az
o nagyon kis mértékii megvaltoztatasakor a fliggvény értéke ugy valtozik, hogy e
két valtozds ardnya mindig nagyon kozel van az f’(zg) értékhez. Ez a tulajdonség
segit értelmezni az idOben valtozd fizikai mennyiségek viltozasanak sebességét az
egyes id6pillanatokban.

Nézziik egy példat! Autéval utazunk, és azt latjuk, hogy a sebességméré 60 km/h
sebességet mutat. Ez mit is jelent pontosan? Vajon az, hogy 1 éra alatt pontosan
60 kilométert fogjuk megtenni? Nem valdszini, hiszen 1 6ra alatt sok minden
torténhet, ami miatt a vezeté nem fogja tudni a sebességet tartani, akar meg is
allhat menet kdzben.

Egy pontszeri test akkor végez egyenletes mozgast egy egyenes palyan, hogy ha
barmely megtett szakasz hosszat elosztjuk a szakasz megtételére sziikséges ido
nagysagaval, akkor ugyanazt az értéket kapjuk. Ezt a hanyadost a test sebessé-
gének nevezziik. Ha a mi auténk egyenletesen mozog, akkor igaz lenne, hogy 1
éra alatt 60 kilométert, 1 perc alatt 1 kilométert, 5 masodperc alatt 83,3 métert
tenne meg, és igy tovabb. Pontszeri testrél akkor beszéliink, ha a test méretei el-
hanyagolhatok a palyan megteendd tédvolsdghoz képest, ami érvényes a mi auténk
esetében.

Ha egy test nem egyenletesen mozog, akkor is beszélhetiink a test atlagsebes-
ségérodl egy adott szakaszon, ami nem mads, mint a szakasz hossza és az ennek
megtételéhez szitkséges idé hdnyadosa. A sebességmérd dltal mutatott 60 km/h
sebesség valamiféle atlagsebesség lenne? Most ne a technikai megvaldsitasra gon-
doljunk, hanem az elvi értelmezésre. A sebességmér6 minden pillanatban megmu-
tatja az auto sebességét, de egy rogzitett pillanatban az auté nem mozdul el, nincs
megtett szakasz, igy atlagsebességérol sem beszélhetiink. Akkor hogyan tudnank
egy test sebességét értelmezni egy adott idépontban? Ha egy egészen kicsi id6in-
tervallumot nézink, akkor azt varjuk, hogy ez id6 alatt a sebesség nem valtozik
jelentGsen, igy a mozgas kozelitoleg egyenletes lesz. Ezért egy test sebességét egy
adott idopontban gy kellene értelmezni, mint egy kell6en kis id6tartamra vett
atlagsebességet, de ez igy nem elég preciz.

A pontos értelmezéshez ismerniink kell a test mozgdsat az egyenes palyan a vizs-
galt I id6intervallumban, azaz tudnunk kell milyen tavolsdgban van a test egy,
a palyan talalhaté referenciaponttél a ¢ idépillanatban, ahol ¢ € I. Jelolje s(t)
ezt a tavolsagot, de mivel két irdny van, meg kell 6ket kiillénboztetni. Az egyik
irdnyban legyen az s értéke pozitiv, a masikban pedig negativ. Ezt a fliggvényt a
test elmozdulasfiiggvényének hivjuk.
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Példaul tegyiik fel, hogy egy auté a t = 0 iddpillanatban elindul 50 km/h egyen-
letes sebességgel, fél 6ra utdan megall egy érara, és utdna visszafordulva 100 km/h
egyenletes sebességgel még egy féléran keresztill megy. A referenciapont legyen az
a hely, ahol az auté a t = 0 id6pillanatban volt. Nem nehéz kiszdmolni, hogy az
auto az elso fél éraban 25 kilométert, és az utolsé fél 6raban visszafelé 50 kilométert
tesz meg. A kovetkez6 dbra mutatja az elmozdulasfiiggvény grafikonjat.

s(km)
26 ==~~~ -

g )

251

Vegyiik észre, hogy visszafelé jovet az autd tulhalad az induléponton, ezért ezutan
az elmozduldsfiiggvény értéke negativ. Az elmozduldsfiiggvény értéke kénnyen
megadhaté az id6 fiiggvényeként a kdvetkez6 mddon

50t ha 0 <t <1,
s(t) =< 25 ha 1 <t<3,
175 — 100t ha 3 <t <2.

Térjiink vissza az altalanos esetre, és legyen s egy I idéintervallumon értelmezett
elmozdulasfiggvény. Feltétezhetjiik, hogy s egy folytonos fliggvény, ellenkez6 eset-
ben a test képes lenne ugyanabban a pillanatban eltiinni és megjelenni a pélya
mésik pontjan.

Vegylnk egy to idépontot az I intervallum belsejébdl! Ha t € I egy masik idépont,
akkor At :=t—tg a két idopont kozott eltelt id6 eldjelesen, azaz pozitiv, ha t > tg,

és negativ, ha t < ty. Ez id0 alatt a test egy As := s(t) — s(to) hosszisagu szakaszt
tesz meg, ami szintén elGjeles mennyiség, hiszen

e ha At > 0, akkor As > 0, ha a test pozitiv irdnyba halad, és As < 0 ha a
test ellenkez6 irdnyba halad.

e ha At < 0, akkor As < 0, ha a test pozitiv irdnyba halad, és As > 0 ha a
test ellenkezd iranyba halad.
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Ezért a

As B s(t) — s(to)

At t—t
kiilonbséghanyados abszolut értéke a két idopont kozott eltelt idGintervallumban
megtett szakaszra vonatkozd atlagsebesség. Ez pozitiv, ha a test pozitiv irdnyba
halad, és negativ, ha az ellenkez6 irdnyba. Az elvaras szerint a test sebessége a
to idépontban egy kelléen kis At idétartamra vett atlagsebesség. Ezt ugy fogjuk
értelmezni, mint az el6z6 kifejezést hatarérték, ha At tart nullahoz, azaz

lim s(to + At) — s(to).
At—0 At

Azonban ez éppen az s fliggvény a to pontban vett differencidlhanyadosa. Ez vezet
a pillanatnyi sebesség fogalmahoz.

6. Definicié. Fgy egyenes pdlydn mozgo test pillanatnyi sebessége egy tg
iddpontban az elmozduldsfiigguény differencidlhdnyadosa ebben az iddpont-
ban.

Az egyszeriiség kedvéért a pillanatnyi sebességre sokszor csak sebességként hivat-
kozunk. Fontos megjegyezni, hogy a sebesség ,figyel” a test haladasi iranyara,
azaz pozitiv, ha a test pozitiv irdnyba halad, és negativ, ha az ellenkezd irdnyba.
Masrészt a sebesség minden olyan pontban értelmezhet6, ahol az s fiiggvény diffe-
rencialhatd, azaz a sebesség fuggvénynek tekinthets. Ezt a fliggvényt a v betiivel
jeloljiik, és értelmezése szerint

v(t) == s'(t)
teljesiil, azaz a sebességfiiggvény az elmozdulasfiiggvény derivaltja.

Ha egy test egyenletes vy sebességgel mozog egy intervallumban, akkor ott az
elmozdulasfiggvény
S(t) = vot + So,

ahol sy egy konstans. Ennek oka, hogy ilyen alakban irhatdk azok a fliggvények,
amelynek derivaltja az allandé vy értékkel egyenlo. Egy késébbi tananyagban azt
fogjuk igazolni, hogy ha két fliggvény derivaltja megegyezik egy intervallumban,
akkor a két fiiggvény legfeljebb egy konstanssal térhet el egymastél. Ez a konstans
az sg, amelynek értéke megfelel annak, hogy hol volt a test a ¢ = 0 id6pillanatban a
referenciaponthoz képest feltéve, hogy onnantél mozgott egyenletes vy sebességgel.

A mar bemutatott példaban nem nehéz az elmozdulasfiiggvényt derivalni. Igy

50 ha 0 <t < 1,
v(t) =40 ha § <t <3,
—100 ha 3 <t <2,

ami teljesen egybeviag a példa szovegében megadott sebességekkel. Szeretném

megjegyezni, hogy a sebesség nem létezik a t = % ést = % pontokban, hiszen

ott s nem differencidlhato.



9. A differencialhanyados fizikai jelentése 50

Nézziink egy mésik példat! Egy tizletember autdval utazik egy megbeszélésre egy
80 km-re 1évé varosba. 80 km/h egyenletes sebességgel indult, de menet kozben
megéhezett, és féluton megallt egy benzinkutnal. Félora milva indult volna tovabb,
amikor észrevette, hogy otthon hagyott egy fontos dokumentumot. Sietve vissza-
fordult 120 km/h egyenletes sebességgel haladva. Amikor otthonrdl tjra elindult,
mar nem egyenletes sebességgel haladt, hanem az ettél a pillanatbdl szamitott
id8 négyzetével ardnyosan. Igy Gsszességében 2 éra alatt ért oda a megbeszélésre.
Hatarozzuk meg az elmozdulds- és a sebességfiiggvényt!

Bontsuk fel a mozgast kiilonbo6z6 szakaszokra!

o Az els6 részben 80 km/h egyenletes sebességgel ment a ¢ = 0 idépillanattol,
ezért s(t) = 80t. Igy ment addig, amig s értéke 40 nem lett, ami t = %—kor
kovetkezett be. Igy s(t) = 80t, ha 0 <t < 3.

e A miésodik félordban &llt, ezért s konstans ebben az intervallumban. A
konstans értéke 40, hiszen 40 kilométerre vagyunk az induldsi ponttol. Igy
s(t) =40, ha 3 <t < 1.

e Ezutan visszafordult, majd egyenletes sebességgel haladt tovabb, ezért ezen
a szakaszon s(t) = —120t + ¢, ahol ¢ egy konstans. Mivel s(1) = 40, igy
40 = —120 - 1 + ¢, azaz ¢ = 160. Tehat s(t) = —120t 4+ 160. Ez a mozgdas
addig tartott, amig haza nem ért. Ez az a ¢ty idOpillanat, amikor s(tg) = 0,
azaz —120ty + 160 = 0. Igy tg = %. Osszefoglalva: s(t) = —120t + 160, ha
1<t<s.

e Az utolsé szakasz a ty = % idében kezddédik. Mivel ekkor az s értéke az
id6 négyzetével aranyos, igy s(t) = c(t — %)2, ahol ¢ egy konstans. A ¢
értéket az s(2) = 80 Osszefliggésbdl kapjuk meg, hiszen az utolsé megadott
feltétel szerint a t = 2 idépillanatban ért oda a 80 km-re 1év6 varosba. Tehat
c(2— %) =80, azaz ¢ = 180. Igy s(t) = 180(t — 3)?, ha 5 <t < 2.

Osszefoglalva

80t ha0<t<i
40 ha L <t<1,
—120t+160 hal<t< 3,

180(t — 3)> hag <t<2.

s(km)
80 - mmm

404 ------
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Ennek derivaltja a sebességfliggvény:

80 ha 0 <t <1,
0 ha <t <1,
v(t) = .
—120 hal<t< 3,
360(t—3) ha i <t<2.

v(km/h)
QU)Fmmmmmmmmm e m e m e e e e e o

80 1

il

—120 1

Fontos megjegyezni, hogy v az I idéintervallum végpontjain gy értelmezhetd, mint
az s bal-, illetve jobboldali differencialhanyadosa, ami az el6z6 példaban az jelenti,
hogy v(0) = 80 km/h és v(2) = 240 km/h. Azonban nem minden id6pillanatban
értelmezhet6 a sebességfiiggvény. Az el6zd példaban ez a t = %, t=1ést = %
esetekben igaz.

A mozgasnak egy masik fontos jellemzbje a gyorsulds, ami a sebességvaltozas
mértékére utal. Beszélhetiink atlaggyorsulasrél, ami két idopont kozott eltelt
At =t — tp id6 alatt torténd Av := wv(t) — v(tp) sebességvaltozas és a At id6
aranya, azaz

Av

At’
de egy id6pillanathoz tartozé gyorsulas értelmezéséhez hasonléan fogunk eljarni,
mint a sebességgel tettiik.

7. Definicié. Egy egyenes pdlydan mozgo test pillanatnyi gyorsuldsa egy to
iddpontban a sebességfiigguény differencidlhdnyadosa ebben az idépontban.

Az egyszériisség kedvérét a pillanatnyi gyorsuldsra sokszor csak gyorsulasként hi-
vatkozunk. A gyorsulds eléjele azt mutatja, hogy a test az adott pillanatban egy
gyorsul6 vagy egy lassulé periédusban van. Ha a test gyorsul, akkor a sebesség-
valtozas pozitiv, és ha lassul, akkor a sebességvaltozas negativ lesz.

A gyorsulds minden olyan pontban értelmezhetd, ahol a v fliggvény differenci-
alhato, azaz fiiggvénynek tekinthet6. Ezt a fliggvényt az a betiivel jeloljiik, és
értelmezése szerint

a(t) :='(t)

teljesiil, azaz a gyorsulasfiiggvény a sebességfiiggvény derivaltja.
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Az egyenletes mozgashoz hasonléan, ha egy test allandé ag gyorsuldssal mozog egy
intervallumban, akkor ott az elmozdulasfiiggvény

v(t) = apt + vo,

ahol vy egy konstans, illetve

a
s(t) = 3°t2 + vot + So,

3

ahol sp szintén egy konstans. Konny( ellenérizni, hogy ekkor s'(t) = wv(t) és
V'(t) = ag. Az sp és vy értékek megfelelnek annak, hogy hol volt a test a t = 0
id6pillanatban a referenciaponthoz képest és ott mekkora volt a sebessége, feltéve,
hogy onnantél mozgott allandé ag gyorsulassal. Vegyiik észre, hogy a legutébbi
példdban az auté allandé gyorsuldssal ment, hiszen ekkor v(t) = 360(t — %), és igy
a(t) = 360, azaz az aut6 360 km/h? gyorsuldssal kozlekedett.

Néziink még egy példat! Egy repiildgép felszallasi sebessége 300 km/h. A kifuté-
palyan allandé gyorsulassal mozog. Mekkora ez a gyorsulds, ha a repiil6gép csak
2,5 km utan képes felszallni?

A repiilégép a kifutépalya elején a t = 0 id6pillanatban indul, igy so = 0 és vg = 0.
Ezért

o(t) = apt s s(t):%tz,

ahol ag a keresett gyorsulas. Jeldlje tg azt az id6t, ami sziikséges a felszallashoz.
Ekkor

ag
2

Ebbdl nem nehéz kiszamolni, hogy ¢y = % Ora, azaz 1 perc sziikséges a felszallas-

v(tg) = apto = 300  és  s(ty) = —t8 = 2,5.

hoz. Igy a keresett gyorsulds ag = 18000 km/h2.

Barmely fizikai mennyiségnek az id6 fliggvényében torténé megvaltozasa se-
besség-jellegli fogalom. Gondoljunk példaul egy test hémérsékletére, ami fel-
melegedhet vagy lehiilhet az id6 haladtdval. Hasonléan gondolhatunk egy
radioaktiv anyag tomegére, egy tartalybdl kifolyo folyadék térfogatara, egy ol-
dat koncentraciéjara, amelyet folyamatosan higitunk, és igy tovabb. A fizika
ezt a sebességet alkalmazza torvényei megalkotasaban, amelyek olyan problé-
makhoz vezetnek, amik tilmutatnak jelen tananyag ismeretein. Ezek az tn.
differencidlegyenletek.
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10. Feladatok

15. Feladat. A definici6 segitségével dontsiik el, hogy differencidlhatbak-e az alab-
bi fiiggvények a megadott pontban! Hatarozza meg a differencialhanyadost, ha ez
létezik!

1. flz) =322 -z +1, xo = 3,
2 f(x) =2 +x -2, xo = —1,
3 flz)=+vx+1, xo = 3,
4. f(z) = Va2, zo = 0,
2
5 f(z) =—+4, xo =1,
x
1
6 f(l‘): ?7 xoz_]-u
z—1
7 = — =2
f(ZE) $+27 Zo )
8 f(x) =5 -2z, 9 =0, zg =1,
9 f(x) =zl — 2|, x0 =0, xg =2,
z2 -2 haxz <0
10. f(x) = ’ To = 0»
—2x hax >0
22—z haz<l
11.  f(z) = , xo = 1.
z+3 haz>1
16. Feladat. Legyenek ai, as,..., a, valés szamok, ahol n € N. Adjunk meg

olyan f: R — R folytonos fiiggvényt, amely az el6bbi pontok kivételével minde-
niitt differencidlhaté!

17. Feladat. Legyen g: R — R egy adott fiiggvény, x¢ egy rogzitett valds szam
és

frR=R,  f(z):=g(z)(x - 20).
Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy az f fliggvény differencidlhato
legyen az xg pontban!

18. Feladat. Legyen g: R — R egy adott folytonos fliggvény, xo egy rogzitett
valés szam és

FiR— R, f(2) = gla)lz — 0.
Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy az f fliiggvény differencidlhato
legyen az xy pontban!
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19. Feladat. Igazoljuk, hogy az y = ma 4+ n egyenes akkor és csak akkor érinti az
f(x) = 2? fiiggvény grafikonjat, ha pontosan egy kozos pontja van vele!

20. Feladat. Adjunk meg olyan p és g értékeket, hogy az z tengely érintse az
f(x) = 23 + px + q fiiggvény grafikonjat!

21. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az f fliggvény differencidlhatd az a pontban,

akkor L "
L fla+h) = fla—h)
h—0 2h

= f'(a).

Mutassuk meg, hogy az &llitdis nem megfordithatd!

22. Feladat. Adja meg a kovetkez6 fliggvények derivaltjat!

1. f(z) = 4a® + 223 — 8, 2. f(x) = 32° — 2% 4z,
1
2 /
3. f(x) =X fI,"?) x3, 4. f(l') = m,
1 3 223 + 31
— AqD _
_ T _ T+2
7. f(:c)—2smz—4cos:c, 8. f(r)=ctgr —tgx+e" "7,
9. f(x) = (1’3 + 5) Inz, 10. f(z) = xe® +x,
11. f(z) = Vxtgx —arcth 1, 12. f(x) = (3-2° +2%)sinu,
13. f(x) = Vxlogyx + 3, 14. f(z) = e arcsinz,
15. f(z) = sinz + 2% cos z, 16. f(z) = 3cosx + v/warccos x,
3
17. f(x) = (x4 - ) 27, 18. f(z) = (Va2 + 2z) cos
x
r+1 Inzx
19. = — 20. =
f) =211 Sy = 22
sinz — cosx e’ +x
21. = 292. ==
/(@) sinx + cosz’ /(@) e +1’
3+ 22 — 1 tgx +x
23. = 24. =
5 flo) = L fla) = B2,
zlnx r?sinx
25. = — 26. =2 77
/(@) Vr+1’ /(@) cosz+ 1’
3 —1 T +sinx
T fl@)=—— 8 f@) =5 oo
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29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

o7.

59.

61.

63.

65.

67.

69.

xarcsinx + cosx

fz) = :

sinx — 1

f(z) = ¢/t + 422 — é,

f@) = (32 - 2)°tgx,

f(z) = Vsinz? + x cos z,
f(.%') _ :L,2€cosx’

flx) = ze” + 226",

fo) =1 (212)).

T —

fla) = (2" +2),

T .1)2
() = log, (\&) ,

f(x) = sinz? 4+ z cos x4,

. ectgac7

fla)=ta

f(x) = zarcsin R

sinx +x

=Ind ——=

fl@)=1n cosx —z’
f(.T) — 101112 r4xe2®

f(z) =sin®(z? + 1)vVz + 1,

Nl

flz) = (Mcosx)_ ,

cos(In 5x)

fz) =

2lnx

. 2
f(z) = arcsine”™ |

f(x) = \/tg Va2rt2,

cos xt tg(x + 2)
 costz 42

)

30.

32.

34.

36.

38.

40.

42.

44.

46.

48.

50.

52.

54.

56.

58.

60.

62.

64.

66.

68.

70.

logs x + 2
1@ = Tt
1
2
r—
T) = ,
f(z) = sin?z + sin

fla)=e"H,
fla) = 5,
f(x) = In(cosx),

f(z) = In(z?sin ),
f(l‘) — 2sinx+1’

_ logg(a? —x)+ =

f(@) 3+tgx
f(z) = sin /2% 4+ 22,

x x
— arctg = + In? =
f(x) arcg2+n 5

1
f(z) = ma
f(z) = zarcsin vz + V/3,

f(z) = 2% arctg(v/z + 1),

f(z) = 271 sina?,

1
(o) = log, oo
f(:L‘) — esin2ac—7r(l,_'_e2)’
f(z)=1In (lnz(:c?’ + 1)) ,

)

flz) = loga (Vat3—1)

ctg(x + In2x)

f@) ==
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23. Feladat. Adja meg a kévetkezo fiiggvények derivaltjat!

2
1. f(z) =tg <cosx+ \/sin :Cl3> In (a: - ﬂcosi) ,

.9 . 1
rtgre® + arcsin®(2sinz 4+ 7) —

Vi + n2e? ;
3. f(x> = \3/1-»22@3;2 x3+5in(x+7r)2)(log§ I3+\/m)

2. f(x) =

32"+t gind ¢ + In?(z — )

LfE)=2 Sinx(?)— 1)

z2

e arctg 2248 .

24. Feladat. Adja meg a kovetkez6 fliggvények derivaltjat!
1. f(z)=2a" (x >0),

2. flz)=aV" (x >0),

3. f(x) = (sinx)“®” (O <z < 72r> ,

4 f@) = (1+ tgo)tEe (0 <z< g) ,

5. f(x) = (arctg x)”CQ“ (x>0),
6. f(z) = (a4 z)n® (x>1),
7. flx) =2 (x>0).

25. Feladat. Adjunk szabalyt a logaritmikus derivalashoz az alap és a kitevében
szerepl6 fiiggvények alapjan!

26. Feladat. Adja meg az inverz kapcsolat segitségével a kovetkezd fliggvények
derivaltjat!

L f(z) =V, 2. f(z) =V,

3. flx) = W, 4. f(x) =Inz,
5. f(z) = arctg /z, 6. f(z) =arcsinlnz.

27. Feladat. Mennyi az
f:10,00[— R, f(x) =25 +2°

fliggvény inverzének derivaltja az y = 2 pontban?
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28. Feladat. Mennyi az
f:R—=R, f(z):=xz+sinx

figgvény inverzének derivaltja az y = 1 + § pontban?

29. Feladat. Igazolja, hogy az
1

fw) = l+z+Inx
fiiggvény kielégiti az = f'(z) = f(x)(f(xz)Inz — 1) feltételt!

(x> 0)

30. Feladat. Igazolja, hogy az

M)

T

flz) =z 2 (x € R)
fiiggvény kielégiti az zf/(x) = (1 — 22) f(z) feltételt!

31. Feladat. Allapitsa meg, hogy differencidlhatéak-e az alabbi fiiggvények a
megadott pontokban!

2
2 —3r+3 hax<l1,
1. x) = - zg =1,
f(@) {elz ha x >1 0
s 2 s
sin® x hax <Z T
2. T) = -2 To = —,
/(@) {mQ—mv ha z > § 072

e ha z <0,
3. flx)=<4xz+1 haO<z<1, 20=0, 9 =1,
3—% haz >1

x—il ha x <0,
4. f(z)=<1-=z ha 0 <2 <2, 20 =0, zg = 2.

cos(m(x —1)) hax>2

32. Feladat. Megadhato-e olyan a és b paraméter, hogy differencidlhatbak legye-
nek a kévetkezd fiiggvények?

ar+2 hax<0
2z +b haxZO’

L )= {

a—i—x—x2 ha z <0
ha:rZO’

In(sinx + b) haz >0

ax® + bz ha x <1
arctg xl haz>1"

{e2+a ha x <0
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33. Feladat. Legyen f,g: Ja,b[— R és zg €a,b]. Mit tudunk mondani az f + ¢
fliggvény differencialhatésagardl az xg pontban, ha

(a) f differencidlhaté az xy pontban, de g nem,
(b) sem f sem g nem differencidlhaté az xy pontban?

Mit tudunk mondani az fg fliggvény differencidlhatosidgardl az zg pontban a fenti
esetekben?

34. Feladat. Legyen f,g: R — R, 29 € R és yp := g(xg). Mit tudunk mondani
az f o g fliggvény differencidlhatésigarol az xg pontban, ha

(a) g differencidlhat6 az x¢ pontban, de f nem differencialhat6 az yy pontban,
(b) ¢ nem differencialhaté az x¢ pontban, de f differencialhaté az yo pontban,

(¢) g nem differencialhaté az x¢ pontban, és f sem differencidlhat6 az yo pontban,?

35. Feladat. Legyen az f fuggvény differencialhat6 a | — a, a] intervallumon. Iga-
zolja, hogy

(a) ha f paros, akkor f’ paratlan fliiggvény,
(b) ha f péaratlan, akkor f’ paros fiiggvény!

36. Feladat. Igazolja, hogy minden differencidlhatoé, p szerint periodikus fliggvény
derivéltja is p szerint periodikus!

37. Feladat. Egy autd tutjanak els6 felét 40 km/h atlagsebességgel tette meg.
Mekkora volt a sebessége a tovabbi utszakaszon, ha az egész ttra szamitott atlag-
sebessége 48 km/h volt?

38. Feladat. Egy kerékpéros a teljes ut els6 felét 12 km/h sebességgel tette meg.
A hétralévé tton egyenl6 ideig haladt 6 km/h, majd 4km/h sebességgel. Mekkora
volt az egész utra szamitott atlagsebessége?

39. Feladat. Az abra egy test sebesség id6 diagramjit mutatja. Elemezze a
diagramot! Adja meg és dbrazolja az elmozdulasfiiggvényt!

v(m/s)

3 1
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40. Feladat. Egy repiil6gép a felszallas elott 12 s-on keresztiil egyenletesen gyorsit,
mialatt 600 m utat fut be. Mennyi utat tett meg a repiilé a felemelkedés elGtti
utols6 méasodpercben?

41. Feladat. Két villamosmegallé kozti tavolsag 500 m. A kocsi a gyorsitasi
és fékezési utszakaszokon kiviil egyenletesen mozog 36 km/h sebességgel. Indulas
utan 30 s mulva éri el az utazasi sebességet és az utolsé 50 méteren fékez. Mekkora
az atlagsebessége?

42. Feladat. Egy 68,4 km/h sebességgel halad6 személyautd vezetéje a ,padléig”
nyomja a fékpedalt a megallasig. Mekkora az autd gyorsuldsa, ha a féknyom 40
m. Mennyi id6 alatt allt meg?

43. Feladat. Egy tomegpont egyenesvonali egyenletesen gyorsulé mozgast vé-
gez. Két, egymas utan kovetkezd s hosszusagu szakaszt t1 és to id6 alatt fut be.
Szamitsa ki a gyorsulasat!

44. Feladat. Az dbra egy test sebesség id6 diagramjat mutatja. Elemezze a
diagramot! Adja meg és dbrazolja az elmozdulasfiiggvényt!

v(m/s)

31+

t(min)
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